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Résumé de la thèse 
 
Résumé : Cette étude est motivée par le problème de la gestion de l’eau des piles à 
combustible à membrane échangeuse de protons (PEMFC). Elle a pour objectif principal une 
étude expérimentale et le développement d’outils de simulation d’écoulements quasi-statiques 
eau-air avec ou sans changement de phase en milieu poreux modèles dans le but d’améliorer 
les connaissances, notamment en ce qui concerne l’effet de la mouillabilité du milieu poreux 
sur les lois d’invasion et les cinétiques de séchage.  
L’étude est effectuée pour deux types de milieux poreux modèles bidimensionnels : 
- Réseau carré de liens, chaque lien étant de section rectangulaire variable. 
- Réseau de cylindres (de façon à s’approcher de la structure des milieux fibreux 
généralement rencontrés dans les couches de diffusion des piles). 
Nous développons une modélisation de l’imbibition et du drainage quasi-statiques dans des 
milieux de mouillabilité homogène,  soit hydrophobe (pour des gammes d’angle de contact 
comparables à ceux des milieux poreux rencontrés dans les PEMFC), soit hydrophile. Ensuite, 
nous montrons comment les règles d’imbibition et du drainage établies peuvent être utilisées 
pour modéliser l’évaporation lente dans de tels milieux par des approches de type réseau de 
pores. Des comparaisons entre le drainage et l’imbibition montrent une influence tout à fait 
significative de la mouillabilité sur la saturation à la percée, la percée étant atteinte beaucoup 
plus tôt dans le cas hydrophile. Cette influence est également très nette lorsqu’on compare les 
distributions des phases lors de  l’évaporation ou les temps de séchage, le milieu hydrophile 
séchant plus rapidement que le milieu hydrophobe. Ces temps sont caractérisés à partir d’une 
étude statistique en fonction de la taille du réseau.  
Le cas de milieux de mouillabilité hétérogène comprenant une région hydrophobe et une 
région hydrophile est également considéré. L’implication des résultats sur la problématique de 
la gestion de l’eau dans les piles à combustibles est discutée.   
 
Mots clés : piles à combustibles  - milieu poreux - modèles de réseau de pores – mouillabilité 
déplacements quasi-statiques – évaporation  
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Abstract 
 
Abstract : This study is motivated by the water management problem in PEM fuel cells 
(PEMFC). Experiments and numerical simulations of quasi-static air-water flows and 
evaporation in model porous media are developped in order to study the effect of wettability 
on fluid invasion patterns and evaporation kinetics.   
The study is performed for two diffrent types of 2D model porous media :  
- square network of bonds of rectangular cross section.  
- network of cylinders  (considered as a model fibrous medium) 
 
Modelling of quasi-static imbibition and drainage is developped in model of uniform 
wettability, either hydrophilic or hydrophobic for contact angles similar to those expected in 
the gas diffusion layer of PEMFCs. Then, it is shown how the local invasion rules developed 
for the modelling of the drainage and imbibition processes can be used to model the 
evaporation process. Comparisons between drainage and imbibition show a strong influence 
of wettability on the saturation at breakthrough as well as on the drying times. The drying 
time is characterized as a function of network size from a statistical study. 
Media of heteregeneous wettability made of two layers, one hydrophobic, the other 
hydrophilic are also considered.  
In a last part, implications of the results on the water management problem in the gas 
diffusion layers (GDLs) of PEMFC are discussed. 
 
Key words : Pemfc  - porous media – pore network model – wettability- quasi-static 
displacements -evaporation   
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INTRODUCTION GENERALE 
 
Le travail présenté dans cette thèse est en particulier motivé par le problème de la gestion 
de l’eau dans les piles à combustible de type PEMFC (Proton Exchange Membrane Fuel 
Cell). 
Les piles à combustible sont formées par un assemblage, communément appelé « stack » 
de cellules élémentaires produisant du courant électrique à partir de la réaction inverse de 
l’électrolyse de l’eau. Pour produire de l’énergie électrique utilisable, il ne suffit pas d’avoir 
un assemblage. Le système comprend également de nombreux composants pour exécuter les 
fonctions telles que l’injection des gaz combustibles, l’approvisionnement en eau, le 
conditionnement de la puissance utile ainsi que la surveillance et le contrôle de tous les 
paramètres de système requis.  
Intéressons nous, tout à bord, au fonctionnement d’une cellule élémentaire, Figure 1: 
 
Figure 1 : Illustration du fonctionnement d'une cellule élémentaire 
 
(1) et (7) : L’alimentation en oxygène et en hydrogène gazeux se fait par des canaux gravés 
dans des plaques bipolaires. L'hydrogène peut être pur ou obtenu par reformage d'autres 
combustibles embarqués (gaz naturel, méthanol). L'oxygène utilisé est celui de l'air, dans ce 
cas on intègre un groupe de compression en entrée de pile, ou de l'oxygène pur stocké sous 
forme gazeuse ou liquide. Outre leur  rôle dans l’alimentation en gaz, les plaques bipolaires 
assurent l’évacuation de l’eau en sortie, la collecte du courant ne pouvant traverser 
l’électrolyte et l'évacuation de la chaleur due aux réactions d'oxydoréduction et aux 
irréversibilités. 
 
(2) et (5) : L’oxygène et l’hydrogène gazeux migrent par diffusion, via des couches 
diffusionnelles (GDL), des canaux d’alimentation respectivement vers la cathode et vers 
l’anode.    
Les couches diffusionnelles d’une épaisseur de 100 à 400 µm ont un triple rôle :  
a) Assurer l'approvisionnement de la couche active en réactifs par diffusion des gaz de 
façon la plus homogène possible. 
b) Permettre le transfert des électrons des électrodes aux plaques bipolaires.  
c) Garantir une bonne évacuation de l'eau produite par la réaction.  
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Les couches diffusionnelles assurent un rôle essentiel dans la gestion de l’eau en 
permettant à la fois qu’elle soit évacuée ou qu'elle serve à humidifier l’électrolyte. Elles 
doivent donc être suffisamment poreuses, pour permettre la diffusion des gaz mais aussi 
bonnes conductrices d'électrons. On utilise préférentiellement du tissu de carbone téflonisé. Il 
est en effet admis que l’hydrophobicité de la GDL favorise l’évacuation de l’eau. 
Les couches diffusionnelles sont donc des milieux fibreux généralement 
hydrophobes caractérisés par leur épaisseur, leur porosité, leur résistance à 
l'écoulement et leurs propriétés électriques. 
 
(3) : A l’anode, pôle négatif de la pile, un catalyseur à base de platine qui recouvre l’anode, 
aide à fractionner les molécules d’hydrogène en protons et en électrons. Le combustible 
utilisé est le di- hydrogène H2  du couple H+ / H2, et la demi équation d’oxydoréduction est : 
H2 → 2 H+ + 2 e- 
Le facteur limitant pour cette équation chimique est la quantité d’hydrogène fournie. 
L’hydrogène étant apporté par diffusion via la GDL côté anode, la quantité maximale 
apportée est obtenue lorsque la GDL côté anode est totalement sèche. 
   
(4) : Les protons d’hydrogène, ainsi produits circulent de l’anode vers la cathode à travers un 
électrolyte ou membrane échangeuse de protons. A condition qu’elle soit convenablement 
humidifiée, la membrane autorise le passage en phase aqueuse des protons jusqu’à la 
cathode mais interdit celui des électrons. Les membranes ont une épaisseur comprise entre 
50 et 200 µm. Le matériau de référence actuel est le polymère perfluoré de type Nafion, 
commercialisé par la société Dupont de Nemours. Le rôle de l’électrolyte est fondamental, 
puisque ce sont ses propriétés de conduction qui vont conditionner la recombinaison 
électrochimique de l’hydrogène avec l’oxygène. Le mouvement de charges positives à travers 
la membrane associé au déplacement des électrons dans le circuit extérieur est à l’origine du 
courant électrique produit. 
 
(8) : Comme les électrons, produits à l’anode, ne peuvent traverser l’électrolyte, pour 
atteindre la cathode,  ils empruntent un circuit (en pointillés rouges) constitué par : les fibres 
de la GDL côté anode puis la plaque bipolaire côté anode, puis  un circuit externe puis la 
plaque bipolaire côté cathode et enfin les fibres de la GDL côté cathode. Et c’est la circulation 
des électrons dans le circuit externe  qui est employé comme courant électrique à proprement 
parlé.    
 
(6) : A la cathode, pôle positif de la pile, les protons, les électrons et l’oxygène 
(respectivement en provenance de l’électrolyte, du circuit électrique extérieur et de la couche 
diffusionnelle côté cathode) se recombinent sur les sites catalytiques pour former de l’eau, 
selon la demi équation d’oxydoréduction : 
½ O2 + 2 H+ + 2e- →H2O  
Le comburant mis en jeu est toujours le di- oxygène du couple O2/H2O. 
Les facteurs limitant pour cette équation chimique sont les quantités de protons et 
d’oxygènes fournies. Comme pour l’hydrogène côté anode, la quantité maximale 
d’oxygène apportée est obtenue lorsque la GDL côté cathode est totalement sèche. La 
quantité maximale de protons quant à elle est obtenue lorsque l’électrolyte est 
totalement humidifié. 
 
Sans rentrer dans des considérations électrochimiques complexes, on comprend que le 
rendement optimal d’une cellule élémentaire est obtenu lorsque  l’électrolyte est totalement 
humidifié et les couches diffusionnelles totalement sèches.  
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Lors du fonctionnement d’une cellule élémentaire, le transport de l'eau d'après [2] est 
gouverné par les phénomènes illustrés Figure 2: 
- La production d'eau à la cathode due à la réaction de réduction de l'oxygène. 
- La diffusion d'eau à travers la membrane de l'anode à la cathode ou de la cathode à 
l'anode. 
- Le flux d'eau dû à l'électro-osmose de l'anode à la cathode. 
- Le flux convectif d'eau vers les canaux. 
 
 
Figure 2 : Transport de l'eau dans la PEMFC 
Pendant le fonctionnement, l'eau a tendance à migrer à travers l'électrolyte de l'anode à 
la cathode grâce au mouvement des protons : c'est l'électro-osmose. 
L'eau étant produite par réaction électrochimique à la cathode, la concentration en eau 
côté cathode est plus élevée que côté anode. Ce gradient de concentration, créé dans la 
membrane, favorise la diffusion d'eau de la cathode vers l'anode.  
Il existe aussi un gradient de pression liquide des régions fortement saturées vers les 
moins saturées. Celui-ci devient la force motrice pour le flux d'eau liquide. Dans la pile, la 
saturation de liquide est plus haute à la couche catalytique côté cathode, à cause de la 
production d'eau et de l'électro-osmose, qu'à l'interface GDL/canal. 
Par conséquent, le gradient de pression liquide formé dans la GDL conduit l'eau liquide 
des sites de réaction vers les canaux. Ces mécanismes de transport mènent à un mouvement 
de l'eau des électrodes vers les canaux des plaques bipolaires où elle sera enlevée par 
l'hydrogène et l'air quittant la pile. 
L’eau produite à la cathode sert aussi à maintenir la membrane échangeuse de protons 
convenablement humidifiée. 
 
Il existe donc deux situations extrêmes qu’il faut éviter : 
 La première situation est obtenue lorsque que l'eau produite n'est pas enlevée à un taux 
suffisant, il peut en résulter une inondation de la GDL,  le transport des réactifs en phase 
gazeuse vers les sites catalytiques est entravé et les performances en terme de production 
électrique drastiquement diminué. On parle alors de noyage de la pile. 
La seconde situation  correspond au cas où le taux de production d’eau est inférieur au 
taux d’extraction. Dans cette situation les GDL sont quasiment sèches mais s'il n'y a pas assez 
d'eau, l’électrolyte sèche et sa résistance à la conduction des protons augmente, il en résulte là 
aussi  une perte de performance voire une destruction de l’électrolyte et donc de la pile. On 
parle alors d’assèchement de la pile. 
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Par conséquent, les propriétés de rétention et de déplacement de l'eau, autrement dit la 
gestion de l’eau dans les cellules élémentaires des piles à combustibles, est importante afin de 
maintenir un équilibre entre une bonne diffusion des gaz par la GDL et une haute conductivité 
ionique de la membrane échangeuse de protons.  
 
Les travaux réalisés par J.H. Nam et M. Kaviany [1], U. Pasaogullari et C. Y. Wang [2], 
K. Tüber et al. [3], J. Chen et al [4] ,  H.K. Lee et al [5]., W.M. Yan et al. [6] , H.S. Chu et al. 
[7], ont montré que les performances de la pile à combustible pouvaient être considérablement 
améliorées par la maîtrise de la gestion des flux d'eau dans la GDL côté cathode. Ces 
recherches basées soit sur des modèles monodimensionnels simples, soit sur des expériences à 
l'échelle de la pile ont permis l’étude des performances de la pile en fonction : 
- De la porosité et de l'épaisseur de la GDL (H.K. Lee et al., J. Chen et al , W.M. Yan et al , 
H.S. Chu et al ). 
- De la mouillabilité de la GDL (U. Pasaogullari et C.Y. Wang , K. Tüber et al.). 
- De la stœchiométrie des réactifs (K. Tüber et al ). 
- De l'humidité des réactifs (U. Pasaogullari et C. Y. Wang). 
D’un point de vue plus général, ces études suggèrent la possibilité d’optimiser le design des 
piles de type  PEMFC via un design optimisé de la GDL. On peut également noter, Figure 3, 
que les GDL sont généralement des milieux fibreux en carbone pouvant êtres rendus 
hydrophobes par traitement au téflon.   
 
Figure 3 : Image d'une couche diffusionnelle tiré de [2] 
Il convient cependant de noter que les modèles utilisés dans un contexte d’optimisation des 
GDL sont les modèles classiques macroscopiques des transferts en milieu poreux employant 
des corrélations (pour la pression capillaire et les perméabilités relatives notamment) établies 
pour des milieux granulaires ou des roches, c'est-à-dire des milieux ayant donc des 
microstructures totalement différentes de celles des GDL. Ceci pose alors la question de la 
pertinence de ces corrélations pour les GDL, voire de la pertinence des approches 
macroscopiques elles-mêmes, compte tenu de la faible épaisseur des GDL (100 à 400 µm). De 
plus ces modèles homogénéisés ne permettent guère d’analyser des situations où il s’agit de 
comprendre l’influence de différentes classes de pores, ayant éventuellement de surcroît des 
propriétés de mouillage différentes.  
Par ailleurs, si l’ensemble des études expérimentales suggère un certain nombre de pistes pour 
améliorer le design des GDL du point de vue de la gestion de l’eau, il reste difficile 
d’expliquer dans le détail les raisons fondamentales en termes de structuration de la phase 
liquide des améliorations annoncées.  
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Ces éléments nous ont conduit à développer une approche expérimentale et numérique à 
l’échelle du réseau de pores plutôt que comme dans les études précitées à une échelle 
macroscopique ou globale. Il est à noter de plus que l’étude bibliographique que nous avons 
effectuée a révélé une absence de travaux concernant des écoulement diphasiques eau/air avec 
et sans changement de phase dans des milieux hydrophobes à l’échelle du réseau de pores. 
Les réseaux de pores et de liens, appelés micromodèles sont bidimensionnels. 
Deux types de réseaux ont été étudiés, Figure 4. Le premier, le réseau carré a été employé, 
d’une part, pour des raisons « historiques ». Ce type de réseau a en effet été très étudié à 
l’IMFT. Et d’autre part, pour des raisons de conception, car,  pour une géométrie attendue 
rigoureusement identique, nous savons créer des micromodèles hydrophobes (A), hydrophiles 
(B) ou des micromodèles possédant une partie hydrophile et une partie hydrophobe, 
également appelés micromodèles de mouillabilité mixte (C). Les réseaux carrés nous 
servirons ainsi à répondre à une grande partie de nos interrogations. Le second (D) est un 
réseau de cylindres. Et bien qu’il s’agisse d’un réseau bidimensionnel de structure beaucoup  
plus simple que les milieux fibreux utilisés en pratique, il a permis un premier pas dans 
l’élaboration des règles d’invasion au sein des fibreux.   
 
Figure 4 : Les différents type de réseaux de liens et de pores étudiés dans cette thèse 
Les réseaux de pores que nous avons utilisés ou développés sont des réseaux carrés ou de 
cylindres (cf Figure 4). On peut objecter d’entrée que de telles microstructures sont assez 
éloignées des milieux fibreux des GDL. De ce point de vue, notre travail s’inscrit dans une 
logique de difficulté croissante. L’idée est de bien comprendre un certain de nombres de 
situations génériques d’intérêt d’abord sur des microstructures modèles de type réseau carré 
ou réseau de cylindres. Ensuite, on cherchera à réaliser des microstructures modèles 
approchant davantage les réseaux fibreux (le cas des réseaux de cylindres constitue un 
premier pas dans cette direction). Dans cette thèse, on se limite aux cas des réseaux carrés et 
de cylindres.  La démarche consiste à établir les règles d’invasions au sein d’un réseau en 
s’appuyant sur des études expérimentales incluant notamment des visualisations de la 
distribution des phases dans des réseaux gravés. Et ce donc  pour des situations génériques  
pouvant se retrouver dans les GDL si on accepte les deux scénarii suivants pouvant expliquer 
le devenir de l’eau dans celles-ci : 
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Le premier dit « scénario de condensation », illustré Figure 5, a été proposé par Nam et 
Kaviany  [1] :   
Dans ce scénario, on suppose que l’eau produite au niveau de la couche active (étoiles rouges) 
est produite uniquement sous forme de vapeur et migre par diffusion vers les canaux 
d’alimentation (flèches ondulées rouges). 
  Et puisqu’il existe un gradient de température dans la GDL, un partie de la vapeur va 
condenser en microgouttes (flèches roses) au niveau de sites privilégiés  soit à  des endroits où 
le liquide est déjà pré- existant soit à des endroits où la GDL possède des défauts. La 
condensation contribue à augmenter la saturation moyenne en liquide au sein de la GDL. Ces 
microgouttes vont se rassembler pour former des macro- gouttes qui à leur tour vont se 
rassembler pour former un chemin privilégié vers le canal d’alimentation où des gouttes 
apparaissent en surface pour être évacuées. Lorsque ce chemin est atteint, la distribution 
spatiale des phases au sein de la GDL n’évolue plus au cours du temps, du moins si l’eau 
produite est évacuée suffisamment efficacement par le canal d’évacuation. Ici, l’évacuation de 
l’eau est assurée par l’écoulement d’air dans les canaux d’alimentation (flèche bleu) qui 
arrache les gouttes d’eau grossissant à l’interface G.D.L./canal d’alimentation.  
 
Figure 5 : Scénario du devenir de l'eau dans la GDL proposé par Nam et  Kaviany [1]. 
Dans ce cas, l’optimisation de la GDL revient à déterminer un milieu fibreux dans lequel, à 
l’état stationnaire, la distribution spatiale des phases permet de maintenir la membrane 
hydratée en entravant au minimum le flux diffusif des réactifs vers les couches actives.  
Le scénario proposé par  Nam et Kaviany [1] conduit donc à l’étude de deux 
phénomènes élémentaires : 
 
) L’étude de la condensation.  
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) L’étude de l’injection d’eau.  
 
L’injection permet d’étudier la formation du chemin à partir des sites de condensation. 
La condensation n’a pu être étudiée de façon satisfaisante dans le cadre de ce travail car lors 
des prises d’images, l’eau et l’air n’étaient pas suffisament  contrastés pour permettre des 
visualisations correctes. Concernant ce premier scénario, nous nous sommes donc 
principalement intéressés au cas de l’injection d’eau liquide dans le milieu.   
On peut cependant noter que les sites de condensation peuvent être assimilés à des 
points d’injection locaux distribués aléatoirement au sein de la GDL à partir desquels se 
forme un chemin privilégié de liquide en direction des canaux d’alimentation. La 
connaissance des règles d’injection en phase liquide est donc utile aussi pour l’étude de la 
condensation.  
Le second scénario dit « scénario d’évaporation » est illustré par la Figure 6 :  
 Dans ce scénario on suppose que l’eau produite au niveau de la couche active (en 
bleu) est produite sous forme liquide. L’eau ainsi produite tend à migrer vers le canal 
d’alimentation suivant un chemin privilégié. Ceci tend à augmenter la saturation moyenne en 
liquide dans la GDL.  
L’ensemble du cœur de pile est supposé être à température constante et uniforme. De l’air sec 
circule dans le canal d’alimentation à débit contrôlé à température égale à celle du cœur de 
pile et à une humidité relative contrôlée en entrée de canal d’alimentation. Une partie du  
liquide progressant dans la GDL sera alors évaporée (flèches rouges) à cause de l’air sec 
circulant dans le canal d’alimentation. Ceci contribue à diminuer la saturation moyenne en 
liquide dans la GDL.  
Il y a alors une compétition entre le taux de production de liquide et le taux d’évaporation.  
 
 
Figure 6 : Scénario d'évaporation. 
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Le liquide continue à envahir la GDL tant que le taux d’évaporation est inférieur au taux de 
production. Lorsque les deux se compensent, on atteint un régime stationnaire pour lequel la 
saturation en liquide de la GDL ainsi que la distribution  spatiale des phases n’évoluent plus 
au cours du temps. Si le taux d’évaporation est toujours inférieur au taux de production, alors 
il existe un risque de noyage. Si le taux d’évaporation est toujours supérieur au taux de 
production, alors il existe un risque d’assèchement. 
 
Là encore, l’optimisation de la GDL revient à déterminer un milieu fibreux dans lequel,  à 
l’état stationnaire, la distribution spatiale des phases permet de maintenir la membrane 
hydratée en entravant au minimum le flux diffusif des réactifs vers les couches actives.  
 
Ces scénarii conduisent à identifier deux situations élémentaires en milieu poreux 
intéressantes à étudier: 
 
) L’étude de l’évaporation. 
)  L’étude de l’injection.  
 
Pour lesquelles il s’agit d’étudier notamment l’impact de la mouillabilité (caractère 
hydrophile ou hydrophobe du milieu) 
 
Par ailleurs, des études antérieures, cf. Laurindo [8] et Lozano [9], ont montré qu’il existait 
une analogie entre l’évaporation et l’aspiration mécanique d’un liquide dans la limite quasi-
statique. Ainsi même si les mécanismes d’extraction sont différents (changement de phase 
pour l’évaporation et extraction mécanique pour l’aspiration) les règles de sélection des 
éléments à envahir ne dépendent que de la géométrie et restent identiques. Ceci nous a 
conduit à considérer également comme situation de base :  
  
) L’envahissement d’un milieu initialement saturé en liquide par la phase gazeuse 
lorsque le liquide est extrait mécaniquement. Ce cas est désigné par aspiration dans 
la suite.  
 
Compte tenu de ces éléments, l’objectif de la thèse est d’effectuer des expériences et 
des simulations d’injection, d’aspiration et d’évaporation dans des milieux poreux modèles 
hydrophobes et hydrophiles ou de mouillabilité mixte pour répondre aux questions suivantes :  
 
1. Peut-on faire une analogie entre l’aspiration et l’évaporation dans un 
milieu poreux quelles que soient sa mouillabilité et sa géométrie? 
 
2. Pour une géométrie rigoureusement identique, les lois du drainage 
sont elles identiques dans les milieux poreux hydrophobes et 
hydrophiles ? 
 
Le drainage est défini de la façon suivante :  
Soit un milieu poreux possédant une entrée et un sortie (typiquement nos milieux poreux 
modèles). Le milieu poreux est initialement saturé en phase mouillante. On injecte 
progressivement dans ce milieu  la phase non mouillante par l’entrée. La phase mouillante est 
alors progressivement chassée et remplacée par la phase non mouillante. Cette opération est 
une opération de drainage. 
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Dans le cas des milieux poreux hydrophiles l’eau est la phase mouillante et l’air la 
phase non mouillante. L’aspiration d’eau dans un milieu poreux hydrophile peut être 
considérée comme un drainage. 
Dans le cas des milieux poreux hydrophobes l’eau est la phase non mouillante et l’air la 
phase mouillante.L’injection d’eau dans un milieu poreux hydrophobe peut être considérée 
comme un drainage. 
    
3. Pour une géométrie rigoureusement identique, les lois d’imbibition 
sont elles identiques dans les milieux poreux hydrophobes et 
hydrophiles ? 
 
L’imbibition  est définie de la façon suivante :  
Soit un milieu poreux possédant une entrée et un sortie (typiquement nos milieux poreux 
modèles). Le milieu poreux est initialement saturé en phase non mouillante. On injecte 
progressivement dans ce milieu  la phase mouillante par l’entrée. La phase non mouillante est 
alors progressivement chassée et remplacée par la phase mouillante. Cette opération est une 
opération d’imbibition. 
Dans le cas des milieux poreux hydrophiles l’eau est la phase mouillante et l’air la phase 
non mouillante. L’injection d’eau dans un milieu poreux hydrophile peut être considérée 
comme une imbibition. 
Dans le cas des milieux poreux hydrophobes l’eau est la phase non mouillante et l’air la 
phase mouillante. L’aspiration d’eau dans un milieu poreux hydrophobe peut être considérée 
comme une imbibition. 
 
4. Peut-on simuler l’évaporation, l’aspiration et l’injection dans un 
milieu poreux  quelles que soient sa mouillabilité et sa géométrie? 
 
Pour nous, répondre à ces quatre questions constitue un préalable à l’étude de la gestion de 
l’eau dans les piles à combustibles de type PEMFC. Bien évidemment, ces questions ont un 
caractère générique et en conséquence sont d’intérêts pour bien d’autres applications : 
infiltration d’eau dans les bâtiments, séchage, dépollution des sols par vaporisation, extraction 
des hydrocarbures légers, etc. Par ailleurs, comme déjà indiqué, la géométrie de nos 
microstructures est très simplifiée par rapport à un milieu fibreux réel. En fait, le paramètre 
essentiel dont nous étudions l’impact est la mouillabilité (pour une microstructure identique 
quels sont les changements en terme de distribution de phases et de flux de masse lorsqu’on 
passe d’un milieu hydrophile à un milieu hydrophobe ?). Cette thèse constitue donc une étape 
vers l’étude des milieux fibreux réels.   
 
Avant de passer à la présentation détaillée du contenu de la thèse, plusieurs éléments 
complémentaires méritent d’être notés. Tout d’abord, nous n’étudierons les quatre questions 
ci-dessus que dans la limite quasi-statique, c'est-à-dire dans la limite où seule la capillarité 
contrôle les déplacements. Cela peut se justifier dans le cas des piles compte tenu de la faible 
épaisseur des GDL (de façon plus précise l’estimation du nombre capillaire dans le cas des 
transferts dans les piles est cohérente avec l’hypothèse de déplacement quasi-statique). Il n’en 
reste pas moins qu’il serait intéressant de poursuivre le travail présenté dans cette thèse en 
étudiant l’impact des effets visqueux et de gravité et de comparer les résultats à des travaux 
existants ([14] et [15] par exemple). Du point de vue de l’état de l’art maintenant, il est bien 
évident que la drainage et l’imbibition sont des phénomènes qui ont été et qui sont toujours 
très étudiés, y compris par approche réseau de pores, voir par exemple [10]. De même, l’étude 
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de l’évaporation sur réseau de pores est un domaine de recherche actif, cf. [11] ou [12]. En 
revanche, l’imbibition comme le drainage pour des angles de contact élevés, c'est-à-dire 
typiquement dans la gamme [70°-120°] ont été peu étudiés (l’angle de contact de l’eau sur du 
Téflon est de l’ordre de 110° si on néglige les rugosités éventuelles pouvant conduire à des 
angles de contact apparents plus grands). L’étude de l’évaporation en milieu hydrophobe par 
approche réseau n’a, quant à elle, pas été du tout étudiée avant cette thèse,  ni,  a fortiori, pour 
des situations de mouillabilité mixte. L’objectif de cette thèse est donc en particulier de 
combler ces manques.   
 
On notera également l’existence de travaux, en apparence, très similaires au notre. Ce sont les 
travaux de Laroche et al. [13] sur l’étude de l’impact de la mouillabilité sur la distribution 
spatiale des phases lors de déplacements quasi-statiques. Dans [13], l’approche retenue est 
également une approche de type réseau expérimentale et numérique. Les milieux poreux 
modèles sont des réseaux en verre gravés par une méthode de lithographie. Trois types de 
micromodèles sont alors utilisés : des micromodèles hydrophiles obtenus par nettoyage du 
verre à l’acide sulfochromique, des micromodèles oléophiles obtenus par silanisation du 
verre, des micromodèles de mouillabilité mixte possédant des parties hydrophiles et 
oléophiles obtenues par un procédé de silanisation sélective. Cependant, leurs travaux se 
différencient du notre car ils étudient uniquement les mécanismes d’injection de phase sans 
étudier les mécanismes d’aspiration ni d’évaporation. En conséquence, ils ne répondent pas 
aux questions posées pages 10 et 11 et n’établissent pas l’ensemble des analogies que nous 
nous proposons de démontrer. Pour finir, lors de leurs expériences ils s’intéressent 
principalement  à des déplacements quasi-statiques faisant intervenir trois phases  et non pas 
deux comme il est question ici.  
 
Le document de thèse est formé de trois grandes parties. Dans une première partie 
(Partie A), composée de deux chapitres, nous avons regroupé l’ensemble des éléments 
correspondant à la description du dispositif expérimental, des protocoles expérimentaux et de 
conception. En particulier, les milieux poreux modèles hydrophobes ou mixtes constituent un 
des outils clé de la thèse. Ils ont été conçus et réalisés dans le cadre de cette thèse. Leur 
importance et les efforts qu’il a fallu déployer pour leur réalisation justifient une présentation 
détaillée des aspects liés à leur conception.     
  La deuxième partie (Partie B) présente les résultats expérimentaux et numériques 
obtenus pour les réseaux de canaux. Cette seconde partie permet de répondre aux quatre 
questions préalablement exposées et de dégager un certain nombre de résultats généraux. Elle 
est formée de deux chapitres. Le premier est consacré à la présentation des résultats 
expérimentaux et des simulations numériques d’injection, d’aspiration et d’évaporation sur 
réseaux de canaux modèles de mouillabilité homogène, soit hydrophile, soit hydrophobe. On 
y présente en particulier une étude statistique de l’évaporation à l’aide des modèles réseaux 
mis au point pour les deux cas : hydrophile ou hydrophobe. Le troisième chapitre est dédié au 
cas de réseaux de mouillabilité hétérogène, c'est-à-dire composés d’un assemblage de régions 
hydrophobes et de régions hydrophiles.    
 Dans une troisième partie (Partie C), on s’intéresse aux problèmes d’injection  et 
d’aspiration dans deux types voisins de  milieux fibreux modèles, à savoir des réseaux de 
cylindres. Même si quelques visualisations expérimentales sont présentées pour l’un de ces  
milieux modèle, les principaux résultats de cette partie sont obtenus à l’aide de simulations 
numériques sur réseau de pores. On étudie en particulier beaucoup plus en détails les 
mécanismes d’invasion intervenant au cours de la transition entre régime fractal de type 
percolation d’invasion et régime compact caractéristique de l’imbibition lorsque l’angle de 
contact de la phase envahie augmente et franchit la valeur de 90° marquant le passage d’une 
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situation de drainage à une situation d’imbibition.  Ces résultats permettent de confirmer les 
interprétations des expériences présentées dans la Partie B.  
Il est à noter que l’analyse des déplacements élémentaires des ménisques à l’échelle 
d’un pore a constitué une part très importante de ce travail. Ceci nous a permis dans la plupart 
des cas de proposer des solutions analytiques permettant de déterminer le rayon de stabilité 
critique des ménisques lors de l’invasion d’un pore. Ces solutions ont été utilisées en 
particulier pour la réalisation du code de calcul présenté dans le Chapitre 6 de la partie C. 
Pour faciliter la lecture du manuscrit, nous avons préféré présenter cette analyse dans une 
annexe (Annexe A). Les résultats de l’annexe A permettent ainsi de calculer des potentiels 
d’invasion applicables quelle que soit la mouillabilité du pore et ceci pour les réseaux de 
cylindres comme pour les réseaux de canaux.  
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Partie A : Dispositif expérimental, protocoles 
expérimentaux 
 
Dans cette partie, composée de deux chapitres, nous présentons, le dispositif expérimental et 
les milieux poreux modèles utilisés lors des expériences ainsi que les protocoles 
expérimentaux. Le chapitre 1 commence par une brève description du dispositif expérimental, 
suivie d’une présentation détaillé des micromodèles et de leurs méthodes de fabrication. Le 
chapitre 1 se termine par la description détaillée de chaque élément clef du dispositif 
expérimental. Le chapitre 2, quant à lui, présente l’organisation des campagnes d’essais et la 
présentation des protocoles expérimentaux. 
Il est à noter que le dispositif expérimental et les protocoles expérimentaux  ont été mis au 
point en collaboration avec J. Berthelot  et A.L. Lozano lors de leurs stages respectivement 
de 2ème année d’école d’ingénieur et de Master Recherche.  
Le choix de la géométrie des réseaux carrés a été effectué par une étude numérique menée en 
collaboration avec G. Albouze au cours de son stage de Master Recherche. 
Le programme de calcul permettant la  génération des réseaux de cylindres a été réalisé en 
collaboration avec E. Chane-Kane, lors de son stage de 4ième année INSA. 
On pourra donc se rapporter aux références [3] à [6] pour plus de détails concernant : 
− Le cahier des charges du dispositif expérimental. 
− La validation et l’étalonnage des appareils de mesure. 
− La mise au point des protocoles expérimentaux.  
− La validation et l’étalonnage des éléments clefs dispositif expérimental comme par 
exemple la vérification de la valeur constante de l’humidité relative de l’air en sortie 
du  module d’air humide.   
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CHAPITRE 1 : Présentation du dispositif expérimental 
Lors des expériences, Figure 7, les micromodèles  sont placés sur une plaque chauffante en 
aluminium (ou en laiton) à l’intérieur d’une enceinte climatique. Lors des injections ou des 
aspirations, une des connectiques du micromodèle est reliée à un pousse seringue « en B », 
qui peut travailler en aspiration ou injection les trois autres connectiques étant soit ouvertes 
soit bouchées. Pour les expériences avec changement de phase (évaporation), une des 
connectiques du micromodèle est connectée à la sortie du générateur d’air humide en A, les 
autres sont soit ouvertes soit fermées. Lors des expériences d’évaporation, les thermo 
cryostats permettent de maintenir la température de l’enceinte climatique et du micromodèle à 
la température de consigne. Ils permettent aussi de préchauffer l’air sec avant qu’il rentre dans 
le micromodèle pour évaporer l’eau qu’il contient. 
 
Figure 7 : Détail de l'intérieur de l'enceinte climatique. 
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Les ventilateurs placés à l’intérieur de l’enceinte climatique permettent de brasser l’air pour 
homogénéiser sa température.  Les accumulateurs de chaleurs sont des flacons contenant de 
l’eau qui ont pour but de limiter les fluctuations de température à l’intérieur de l’enceinte 
climatique. Le couvercle de l’enceinte est une plaque de plexiglas de 20 mm d’épaisseur qui 
permet l’acquisition photographique de la distribution spatiale des phases au cours des 
expériences. Au cours des expériences l’enceinte climatique est placée sur un banc d’essai, 
Figure 8, muni d’un dispositif de visualisation. Les acquisitions photographiques sont 
effectuées à l’aide d’un appareil photographique Nikon D70 et son logiciel de pilotage Nikon 
Capture. 
 
Figure 8 Banc d'essai. 
Nous allons maintenant présenter les différents éléments clefs du dispositif expérimental. 
1.1 Présentation des  micromodèles  
La technique de réalisation des micromodèles, autrefois utilisée à l'IMFT par l'ingénieur 
de recherche C. Zarcone, [1] et [2] , a du être abandonnée, car elle nécessitait l'emploi de 
substances désormais interdites à la vente. Nous avons donc du élaborer des méthodes de 
réalisation par gravure nécessitant l’emploi d’un fraiseuse de prototypage. Cette technique 
s'est avérée avantageuse par la suite puisqu'elle est réalisable sur tout type de matériau (résine 
et téflon). 
Un micromodèle, Figure 9, est constitué d’une partie haute (couvercle) transparente en 
plexiglas et transpercée par quatre cathéters servant de connectiques pour les canaux 
d’alimentation du réseau. Et d’une partie basse constituée par  une plaque d’aluminium sur 
laquelle repose une plaque en polymère contenant le réseau gravé. L’assemblage du 
micromodèle est obtenu par serrage des parties haute et basse. La plaque en aluminium de 10 
mm d’épaisseur est employée pour assurer un serrage le plus homogène possible et imposer le 
champ de température dans le réseau lors des expériences d’évaporation. Un joint mou en 
silicone RTV transparent intercalé entre les parties haute et basse, et localisé au dessus du 
réseau, assure une bonne étanchéité lors de l’assemblage.  
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Figure 9 : Description du micromodèle. 
 
La conception des micromodèles suit de 
façon linéaire les étapes suivantes Figure 
10 : 
 
1) On choisie tout à bord la géométrie et 
les caractéristiques du réseau et on 
prépare les matériaux pour la 
fabrication.  
2) En fonction des caractéristiques 
choisies, on génère la géométrie et les 
fichiers d’usinage correspondants soit 
à l’usinage du réseau (cas des réseaux 
carrés), soit à l’usinage du négatif du 
réseau servant de masque de moulage 
pour l’obtention du réseau par 
moulage (cas des réseaux de 
cylindres).  
3) Fabrication des couvercles Figure 10 : Etapes de la conception des micromodèles 
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Deux types de géométries  sont utilisés pour les expériences : 
 
1) Les réseaux carrés ou réseaux de type  rues américaines: 
Il s’agit d’un réseau de capillaires rectangulaires (appelés rues ) interconnectés et délimités 
par un carrée de 20 mm de coté. Chaque capillaire possède une longueur (appelée pas 
géométrique du réseau) de 2 mm, une profondeur (appelée profondeur du réseau) de 1 mm et 
une largeur tirée aléatoirement parmi les cinq classes de valeur [0.3 ; 0.4 ; 0.5 ; 0.6 ; 0.7] mm.  
Pour les réseaux de type rues américaines, les capillaires correspondent aux liens. La largeur 
d’un lien est assimilée à la largeur du capillaire correspondant. 
 
Figure 11 : Description des réseaux de type rues américaines. 
Le réseau de capillaires est connecté à deux canaux d’alimentation permettant 
 l’injection  des fluides à travers les rangées de rues verticales hautes et basses. Pour les 
micromodèles utilisés les canaux d’alimentations font 45 mm de longueur et 5 mm de largeur. 
Leur profondeur est de 3 mm pour les micromodèles hydrophiles et hydrophobes et de 2mm 
pour les micromodèles de mouillabilité mixte.  
L’algorithme employé pour générer la largeur des rues est un générateur de 
congruence linéaire dérivé de l’algorithme de  « Schrage ». Il permet de générer une suite de 
nombres pseudo- aléatoires. On l’initialise par une valeur appelée graine du générateur. Et  à 
chaque valeur de graine correspond une suite reproductible de nombres aléatoires.  
La valeur de la graine choisie est 130 et  la distribution de la taille des largeurs de rue 
est présentée dans le Tableau 1 ci-dessous. Le tableau montre que le générateur de nombre 
aléatoire n’est pas parfait car dans la situation idéale chaque classe devrait être représentée à 
hauteur de 20% de la population totale. Cependant nous avons choisi cette distribution car elle 
permet d’assurer des expériences reproductibles [3] : 
 Effectif dans la population des liens (% de la population) 
Taille de liens (mm) Horizontaux Verticaux Horizontaux & Verticaux 
0.3 17 (15%) 18 (16%) 35  (16%) 
0.4 18 (16%) 16 (15%) 34 (15%) 
0.5 18 (16%) 30 (27%) 48 (22%) 
0.6 27 (25%) 19 (17%) 46 (21%) 
0.7 30 (27%) 27 (26%) 57 (26%) 
 Effectif  
Total 
110 110 220 
Tableau 1 : Distribution de la taille des largeurs de rues pour les micromodèles de type rues américaines. 
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L’image ci-dessous représente la distribution spatiale des largeurs de rue.  Les carrés blancs 
correspondent aux picots, c'est-à-dire la matière qui restera après l’usinage et la partie grise 
correspond au réseau de capillaires rectangulaires c'est-à-dire la matière qui sera enlevée lors 
de l’usinage : 
 
Figure 12 : Distribution spatiale de la taille des largeurs de  rue des réseaux de type rues américaines. 
Les micromodèles de type rues américaines sont usinés sur des plaques de polymère à l’aide 
d’une fraiseuse de prototypage ISEL CPM4030 pilotée par le logiciel GALAAD. 
 
 
Pour l’usinage des micromodèles, nous avons du développer sous visual basic application un 
progiciel « micromodèle.xls » qui traduit la géométrie à obtenir en terme de parcours d’outils 
et génère un fichier d’usinage directement exploitable par GALAAD,Figure 13.  
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Figure 13 : Exemple d'un parcours d'outil calculé par le progiciel micromodèle.xls. 
Les réseaux carrés sont usinés à la fraiseuse de prototype sur des plaques : 
- En plexiglas pour réaliser des micromodèles hydrophiles car l’angle de contact d’une 
goutte d’eau sur une plaque de plexiglas en présence d’air est proche de 80°. 
- En téflon  pour réaliser des micromodèles hydrophobes car l’angle de contact d’une goutte 
d’eau sur une plaque de téflon en présence d’air est proche de 110°.  
- Composites en téflon et résine polyester ou époxydique pour réaliser des micromodèles de 
mouillabilité mixte car l’angle de contact d’une goutte d’eau sur une plaque de résine en 
présence d’air est de l’ordre de 80 °. 
Les mesures d’angle de contact, effectuées au L.A.A.S., grâce au concours de Patrick Abgral 
et Anne Marie Gué sont reportées dans le Tableau 2.  Le principe de la mesure (Figure 14), 
effectuée par un goniomètre est de déposer une goutte d’eau de 5 µL sur une plaque dont on 
veut tester la mouillabilité. On prend une photo de la goutte et on mesure l’angle de contact 
grâce au  logiciel dédié : 
Liquide Substrat Angle de contact moyen 
Eau Résine polyester 82° ± 7° 
Eau Résine époxydique 82° ± 8° 
Eau Plexiglas 82° ± 8° 
Eau Téflon 107° ± 3° 
Eau RTV 141 115° ± 2° 
Eau RTV 3221 102° ± 4° 
Tableau 2 : Mesure de l'angle de contact d'une goutte d'eau en 
présence d'air sur les plaques utilisées pour fabriquer les 
micromodèles. 
 
Figure 14 : Illustration de la mesure 
de l'angle de contact. 
Au final on obtient des micromodèles de géométries parfaitement identiques, aux incertitudes  
d’usinage près (10 microns d’erreurs pour le pas d’usinage de la fraiseuse sur les 3 axes) mais 
de mouillabilités différentes :  
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Remarque sur les mesures d’angle de contact :   
La méthode de mesure de l’angle de contact est basée sur une méthode de dépôt de gouttes sur 
une plaque plane. Les mesures d’angle de contact ont été effectuées dans la salle blanche du 
LAAS. Les échantillons de plaque étaient lisses donc sans trop de rugosité. Avant chaque 
mesure d’angle de contact, les échantillons de plaque étaient nettoyés sur place avec la plus 
grande précaution pour éviter le problème de contamination des surfaces par des impuretés. 
Le matériel (papier salle blanche, blouse, gants…) et les produits chimiques (eau distillée, jet 
d’azote, solvants) était ceux de la salle blanche. 
  
Pour chaque substrat, le protocole de mesure d’angle de contact était le suivant : 
 
1. Nettoyage de la plaque au trichloréthylène en utilisant du papier salle blanche. 
2. Rinçage de la plaque au trichloréthylène. 
3. Séchage de la plaque grâce à un jet d’azote.  
4. Nettoyage de la plaque à l’acétone en utilisant du papier salle blanche. 
5. Rinçage de la plaque à l’acétone. 
6. Séchage de la plaque grâce à un jet d’azote. 
7. Nettoyage à l’éthanol en utilisant du papier salle blanche.  
8. Rinçage de la plaque à l’éthanol. 
9. Séchage de la plaque grâce à un jet d’azote.  
10. Positionnement de la plaque dans le dispositif de mesure. 
11.  Mesure de l’angle de contact pour plusieurs dépôts de goutte d’eau distillée. 
 
Nous pouvons donc formuler les remarques suivantes : 
 
1. L’angle de contact mesuré est un angle de contact intermédiaire entre l’angle statique  
d’avancée et l’angle statique de recul.  
2. Les conditions de mesures dans la salle blanche (qualité des produits et de 
l’environnement) sont des conditions « idéales » en comparaison avec les conditions 
en salle d’expérience de l’IMFT. En effet, malgré toute la minutie qui a été apportée 
lors des expériences, nos produits comme l’eau distillée par exemple étaient de moins 
bonne qualité et nos micromodèles étaient sûrement sujets à des problèmes de 
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contamination par des impuretés. En d’autre terme, il est probable que ceci affecte les 
angles de contact au sein des micromodèles.  
 
3. Les figures d’invasion présentées dans ce rapport ont été obtenues en ajoutant du 
colorant à l’eau pour améliorer la qualité des images (0.1gramme d’éosine pour 1,5 
litre d’eau distillée). En toute rigueur, nous aurions du mesurer les valeurs d’angle de 
contact et de tension de surface pour l’eau colorée et utiliser les valeurs mesurées pour 
initialiser les codes de calcul qui seront présentés dans la suite du rapport. Ces mesures 
n’ont pas été effectuées pour des raisons de chronologie des expériences. Cependant, 
nous avons effectué en collaboration avec J. Berthelot des expériences sans 
adjonction de colorant. Et nous avons constaté que pour des conditions expérimentales 
et des modes opératoires identiques, les figures d’invasion obtenues avec de l’eau 
colorée sont identiques aux figures d’invasion avec de l’eau sans colorant (cf. [3] pour 
comparaison). Ainsi, on peut supposer que l’adjonction de colorant a eu peu d’effets 
sur les valeurs d’angle de contact et de tension de surface.  
 
Remarque sur la fabrication de mouillabilité mixte: 
Pour réaliser les plaques composites, on usine un rectangle dans une plaque de téflon, on y 
coule de la résine. Après séchage de la résine on surface la plaque pour la rendre plate. Puis 
on grave le réseau de capillaires rectangulaires dans la plaque composite pour obtenir les 
micromodèles de mouillabilité mixtes  
 
 
Remarque sur le choix des méthodes de fabrication des micromodèles: 
Il existait une autre méthode de fabrication de micromodèles [7] qui consistait à:  
− Fabriquer  les milieux poreux modèles par gravure du verre  en utilisant une méthode 
de lithographie.  
− Réaliser les micromodèles hydrophiles par nettoyage du verre à l’acide 
sulfochromique,  
− Réaliser les micromodèles hydrophobes par silanisation du verre. 
−  Réaliser les micromodèles de mouillabilité mixte, possédant des parties hydrophiles et 
hydrophobes  par un procédé de silanisation sélective. 
Cependant, pour des raisons historiques et de moyen de fabrication disponible au sein du 
laboratoire d’une part et dans un souci de travaillé avec les matériaux utilisés dans les piles 
d’autre part (téflon), nous avons préféré développer les méthodes de fabrications par fraisage 
de plaque de polymères. 
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2) Les réseaux de cylindres:  
Il s’agit d’un ensemble de cylindres de même diamètre (1mm) distribués aléatoirement sur 
une surface carrée de 25 mm de côtés et ne se recouvrant pas,Figure 15. Pour les réseaux de 
cylindres, la plus petite distance entre deux cylindres voisins correspond à un lien. La largeur 
du lien est alors la plus petite distance entre deux cylindres. 
 
 
Figure 15 : Description des réseaux de cylindres. 
Comme pour la géométrie carrée, le réseau de cylindres est connecté à deux canaux 
d’alimentation haut et bas permettant l’injection des fluides. Pour les micromodèles utilisés 
les canaux d’alimentation font 45 mm de longueur, 5 mm de largeur et 3 mm de profondeur. 
La répartition des cylindres est obtenue en utilisant l’algorithme de Métropolis [4]. Le 
principe de cet algorithme, illustré Figure 16, est le suivant : 
1. Tout à bord on génère une configuration de cylindres dont les centres sont 
répartis sur un maillage carré. Le nombre de cylindres et la taille des mailles 
sont calculés à partir des trois paramètres fixés. Ces trois paramètres sont, la 
largeur du réseau, le diamètre des cylindres et la porosité du milieu désirée. 
2. On lance ensuite les itérations qui consistent à désorganiser la répartition des 
cylindres. A Chaque itération le déplacement des cylindres s’apparente à un 
mouvement Brownien de particules. 
3. Les itérations sont arrêtées lorsque la distribution statistique de la taille des 
liens est des pores obtenue est satisfaisante. Nous verrons lors de la partie C 
comment le réseau de liens est de pores a été effectué dans le cas des réseaux 
de cylindres. 
 
Figure 16 Principe de l'algorithme de Métropolis qui permet la génération d'un réseau de cylindres de 
même diamètre mais distribués aléatoirement dans l’espace. 
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Les histogrammes, Figure 17, Figure 18 et Figure 19 présentent la distribution de la taille des 
liens et des pores pour le réseau de cylindres employé lors des expériences et des simulations. 
 
Figure 17 : Histogramme représentant la distribution de la taille des liens. 
 
Figure 18 : Histogramme représentant la distribution de la taille des pores. 
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Figure 19 : Histogramme représentant la distribution de la taille des liens et des pores. 
 
La fabrication des réseaux de cylindre s’effectue en substance de la façon suivante : 
1. Un programme réalisé par nos soins [4]  génère une configuration de cylindres en 
utilisant l’algorithme de Métropolis et un fichier d’usinage directement exploitable par 
GALAAD. 
2. Ce fichier d’usinage nous permet de graver à la fraiseuse de prototypage le négatif de 
la géométrie désirée, Figure 20 : 
 
Figure 20 : Photo du négatif du réseau de cylindres obtenu à la fraiseuse de prototypage. 
3. Par des techniques de moulage similaires à celles employées par C. Zarcone, [1], [2], 
on moule le négatif du réseau avec du silicone RTV 3221. Au final, nous obtenons, 
Figure 21, un réseau hydrophobe de cylindres de même diamètre mais distribués 
aléatoirement dans l’espace : 
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Figure 21 : Image du réseau de cylindres de même diamètre mais distribués aléatoirement dans l'espace. 
L’incertitude sur la géométrie de ces micromodèles est due aux incertitudes d’usinage et de 
moulage, c'est-à-dire environ 1 à 4 % de la forme idéale.  
1.2 Présentation du module d’air humide  
Le module d’air humide fonctionne de la façon suivante, Figure 22 : 
A l’extérieur de l’enceinte climatique, une pompe d’aquarium est connectée au canal 
d’alimentation du micromodèle via un débitmètre et un échangeur de chaleur. Cette pompe 
injecte dans le canal d’alimentation du micromodèle de l’air prélevé d’un réservoir. 
L’air prélevé du réservoir possède une température et une humidité relative constantes et  
maintenues respectivement à des valeurs égales de 25 °C et  12 %. 
 
Figure 22 : Principe de fonctionnement du module d’air humide. 
Le maintien de la température de l’air dans le réservoir est du au fait que l’on travaille 
en salle climatisée à une température de 25°C. Le maintien de la valeur de l’humidité relative 
de l’air dans le réservoir est du à la présence massive de chlorure de lithium (LiCl). En effet, 
les solutions salines saturées comme le LiCl sont employées pour l’étalonnage des sondes 
d’humidité relative car elles permettent d’imposer une humidité relative constante sur une 
plage de température entre 20 et 70 °C. Autrement dit, sur la plage de température [20°C, 70 
°C], l’humidité relative de l’air contenu dans le réservoir  est indépendante de la température 
et reste à une valeur constante de Hr= 12 %. L’air qui sort du réservoir est ensuite acheminé 
dans l’enceinte climatique, passe dans un échangeur de chaleur qui le réchauffe jusqu’à la 
température de consigne avant de circuler dans le canal d’alimentation bas du micromodèle. 
Le débitmètre assure un débit d’air constant égal à 160ml/h. La mise au point du module d’air 
humide et l’étalonnage des débits a été effectuée en collaboration avec des stagiaires, [5], [3]. 
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1.3 Présentation de la plaque chauffante  
Lors des expériences d’évaporation, le micromodèle sera positionné sur une plaque 
chauffante, Figure 23.  Les deux extrémités de la plaque sont soudées à des barreaux en laiton 
à l'intérieur desquels peut circuler de l'eau à température contrôlée, provenant de deux thermo 
cryostats.  
 
Figure 23 : Présentation de la plaque chauffante sur laquelle repose le micromodèle lors des expériences 
d'évaporation. 
 28
 29
CHAPITRE 2 : Présentation du protocole expérimental 
 
2.1 Description d’une campagne d’essais 
On appelle campagne de mesure ou campagne d’essais une série complète d’expériences 
pour laquelle le micromodèle est assemblé en début puis démonté et nettoyé à la fin. 
Une campagne de mesure comprend dans l’ordre chronologique : 
1) L’assemblage de micromodèle. 
2) Une expérience d’injection dans le micromodèle assemblé. 
3) Une expérience d’aspiration dans le micromodèle assemblé. 
4) Une expérience d’évaporation dans le micromodèle assemblé. 
5) Le démontage et le nettoyage du micromodèle. 
Lors d’une expérience injection d’eau, Figure 24 (A), l’eau est injectée par le bas et l’air est 
évacué par le haut. La phase envahissante (ici l’eau) envahit donc le milieux poreux du bas 
vers le haut.  
 Lors d’une expérience d’aspiration d’eau, Figure 24(B), l’eau est aspirée par le haut et l’air 
pénètre par le bas. La phase envahissante (ici l’air) envahit donc le milieux poreux du bas vers 
le haut. 
Lors d’une expérience d’évaporation, Figure(C), l’air sec circule dans le canal du bas, l’eau 
contenue dans le micromodèle s’évapore et se retire du bas vers le haut. La phase 
envahissante (ici l’air) envahit donc le milieux poreux du bas vers le haut.  
En conclusion quelque soit l’expérience considérée, la phase envahissante envahit toujours le 
micromodèle du bas vers le haut. Il est important de noter que lors des expériences, les 
micromodèles étaient disposés horizontalement pour éviter les effets de gravité. La notion 
d’orientation « haut/bas » fait référence ici à  l’orientation des images par rapport au 
référentiel de la « page du rapport ». 
 
 
 
Figure 24 : Sens d'invasion de la phase envahissante lors des expériences d'injection d'eau, d'aspiration 
d'eau et d'évaporation d'eau. 
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2.2 Réalisation d’une injection 
Le micromodèle est initialement saturé en air. Nous commençons par remplir le canal du  
bas par de l’eau en injectant manuellement d’un coté de l’eau et de l’autre coté en ouvrant les 
connectiques, Figure 25(A). Puis toujours en bas, une connectique est fermée et l’autre est 
branchée à un pousse seringue qui va injecter de l’eau à débit constant (0.75ml/h ou 0.15 
ml/h), Figure 25 (B). En haut les deux connectiques de l’autre canal  sont toujours ouvertes 
afin de laisser l’air s’évacuer durant  l’injection d’eau.  
 
Figure 25 : Premières étapes d'un expérience d'injection 
L’expérience s’arrête quand l’eau a atteint le canal du haut.   
   
Figure 26 : Situation en début et fin d’injection. 
2.3 Réalisation d’une aspiration  
Ici le micromodèle est initialement saturé par de l’eau. Pour se faire, on immerge le 
micromodèle dans un récipient contenant de l’eau et on place l’ensemble dans une étuve 
permettant de réaliser le vide. On tire au vide. On attend environ une heure pour que la totalité 
de l’air initialement présent dans le milieu poreux soit chassé et remplacé par de l’eau. Avant 
de sortir le micromodèle de l’eau, on bouche ses quatre connectiques. On le place ensuite dans 
le dispositif expérimental. 
Le canal du bas est ensuite vidé de son eau. Ceci est réalisé en ouvrant la connectique 
d’un coté et en aspirant manuellement de l’autre. Une fois ce canal vidé, on laisse les 
connectiques ouvertes, Figure 27 (A).  
Le  canal du haut est branché au pousse seringue comme pour l’injection. C'est-à-dire, on 
ferme une connectique et l’autre est branchée au pousse seringue qui va cette fois-ci travailler 
en aspiration. L’aspiration d’eau  s’effectue par le canal du haut et l’air rentre par le bas via 
les connectiques ouvertes, Figure 27 (B).   
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Figure 27 : Premières étapes d'un expérience d'aspiration 
L’expérience s’arrête lorsque l’air a atteint le canal du haut. 
 
Figure 28 : Situation en début et fin d’aspiration. 
2.4 Réalisation d’une évaporation 
On rappelle que le milieu poreux modèle est placé sur une plaque en laiton permettant sa mise 
en chauffe et que l’ensemble est situé dans une enceinte climatique dont on contrôle la 
température de l’air ambiant.  
Les températures  de fonctionnement choisies sont de 60°C, 40°C ou 25 °C. 
Pour une température de fonctionnement donnée, il faut que  le milieu poreux modèle, la 
température de l’enceinte climatique et de l’air sec circulant dans un des canaux 
d’alimentation soient à cette température. Cette condition est nécessaire pour éviter toute 
condensation parasite, voir [5], et assurer la bonne réalisation de l’expérience d’évaporation. 
La mise en place d’une expérience d’évaporation commence par la saturation en eau du 
micromodèle comme pour l’aspiration.  
Le micromodèle saturé est placé sur la plaque de laiton. Le canal du bas est ensuite vidé 
comme lors de l’aspiration.  Une des connectiques du canal du bas est branchée au module de 
génération de l’air humide. L’autre connectique est laissée ouverte. On referme en suite 
l’enceinte climatique.  
L’étape suivante est la mise en chauffe du système complet : 
- Dans les barreaux de la plaque chauffante en laiton, on fait circuler de l’eau chaude à 
température de consigne. La plaque chauffante en laiton se met progressivement à 
température et chauffe le micromodèle pour l’amener à température de consigne. 
- L’enceinte climatique est elle aussi munie d’un dispositif de mise en température que nous 
utilisons afin de chauffer l’air de l’enceinte pour l’amener à température de consigne. 
Le temps de mise en chauffe dépend de  la température de consigne choisie, le temps le plus 
long correspondant à 60 °C est de deux heures.  
Lorsque le temps de mise en chauffe s’est écoulé, on fait circuler dans le canal 
d’alimentation bas de l’air humide dont les caractéristiques en fonction de la température de 
consigne sont reportées dans le Tableau 3.  
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Température de consigne Température de 
l’air sec 
Débit de l’air 
sec 
Humidité relative de 
l’air sec 
T = 60°C 60°C 110ml/min 1.91 % 
T = 40 °C 40°C 110ml/min 5.15% 
T= 25 °C 25°C 110ml/min 12% 
Tableau 3: Caractéristiques de l'air sec en entrée de canal d'alimentation en fonction des températures de 
consignes. 
Progressivement, l’eau contenue dans le micromodèle s’évapore et laisse place à de l’air 
provenant du canal d’alimentation bas. L’expérience s’arrête  lorsque l’air atteint le canal 
d’alimentation haut. 
 
Figure 29 : Situation en début et fin d‘évaporation. 
2.5 Nettoyage du micromodèle 
En fin de campagne, le micromodèle est démonté. La partie haute du micromodèle (couvercle 
+ joint en RTV+connectiques) et la partie basse (contenant le réseau gravé) sont plongées tout 
à tour dans un bain à ultrasons environ dix minutes avant d’être séchées à l’air comprimé.  Le 
bain dans lequel sont plongées les parties haute et basse est un bain d’éthanol à 95%. Les 
connectiques sont rincées abondamment à l’éthanol avant d’être séchées à l’air comprimé.   
2.6 Acquisition photographique 
Dès le début de l’expérience, on lance l’acquisition photographique à l’aide d’un appareil 
photo numérique Nikon D70, de résolution 3 Méga pixels. Il est relié à un système 
d’acquisition, nous permettant de prendre des prises de vue à intervalle de temps voulu 
(typiquement avec un intervalle de 12 ou 20 secondes entre chaque prise d’image). Les photos 
sont directement enregistrées sur le disque dur. Ensuite grâce a adobe photoshop nous traitons 
les images  afin d’avoir des  photos en noir et blanc exploitables.  
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Partie B : Influence des conditions de mouillage sur les 
déplacements quasi-statiques eau-air et l’évaporation lente 
dans les milieux poreux modèles de type rues américaines 
Introduction 
La démarche retenue pour les simulations est une modélisation des phénomènes par une 
approche type réseau de pores. Cette approche consiste à  représenter un milieu poreux réel en 
terme de réseau de liens et de pores, Figure 30 et d’implémenter sur ce réseau des algorithmes 
de déplacements nécessitant des règles d’invasion. L'étude expérimentale est alors une étape 
nécessaire permettant l’élaboration des règles d’invasion et servant de cas test pour les 
simulations.   
 
Figure 30 : Du milieu poreux réel au milieu poreux modèle 
Lors d’une invasion quasi-statique, Figure 31, le front d’invasion est constitué de 
ménisques bloqués à l’entrée des pores et des liens. On appelle « éléments », les pores et les 
liens interfaciaux. L’invasion se fait élément par élément. A chaque étape d’une invasion, la 
pression augmente dans la phase envahissante et l’élément envahi est l’élément possédant la 
pression capillaire seuil minimale correspondant à la rupture de l’équilibre de l’interface en 
son sein, Figure 31(B) : 
 
Figure 31 : Etapes d'une invasion quasi-statique 
 
Le principe des algorithmes de déplacements, Figure 32, est de reproduire ce comportement 
d’invasion. C'est-à-dire qu’à chaque itération de l’algorithme: 
1. On identifie les éléments interfaciaux (pore et lien)  non piégés, Figure 32 (A).  
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2. Pour chaque élément, on calcule la pression capillaire seuil nécessaire pour envahir cet 
élément. Cette pression pourra être appelée potentiel d’invasion dans la suite du 
rapport. Elle est calculée par la relation de Laplace Young :  
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=
⊥RR
Pc
11
//
γ  
Où γ est la tension superficielle entre la phase envahissante et la phase envahie. 
R⊥ et R// sont les rayons de courbure du ménisque au moment où il éclate (rupture de 
l’équilibre de l’interface).   
3. L’élément de plus petit potentiel d’invasion est sélectionné Figure 32 (B). 
4. Cet élément est ensuite envahi Figure 32 (C). 
 
Figure 32 : Etapes de l'itération d'un algorithme de déplacement quasi-statique implémenté sur un réseau 
de liens et de pores 
 
  Etablir les règles d’invasion consiste à déterminer de façon correcte les rayons de courbures 
critiques R⊥ et R// du ménisque au moment où il éclate en fonction de l’ensemble des 
situations pouvant être rencontrées.  
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Dans la pratique, Figure 33, on choisit une géométrie à étudier. On réalise la fabrication 
du micromodèle conformément à la géométrie choisie. On effectue les expériences au sein du 
micromodèle pour obtenir des photographies. Des acquisitions photographiques, on extrait 
deux informations : d’une part, la distribution spatiale des phases à l’échelle du réseau qui 
sera comparée aux résultats numériques, d’autre part, les mécanismes d’invasion à l’échelle 
du pore qui servent de support à l’élaboration des lois d’invasion.    
 
Figure 33 : Principe de validation des algorithmes et des lois d'invasion de l'approche réseau par 
comparaison avec l'expérimental 
On implémente les lois d’invasions obtenues dans les codes de calcul. On initialise les 
codes de calcul conformément à la géométrie choisie et on lance les simulations 
conformément à l’expérience à modéliser. On obtient notamment des images numériques 
reproduisant  la distribution spatiale des phases à l’échelle du réseau au cours du temps. 
Si la modélisation des lois d’invasion est pertinente et les algorithmes convenablement 
choisis, alors pour une géométrie donnée les images de la distribution spatiale des phases 
obtenues numériquement et expérimentalement doivent présenter un bon accord. Le code de 
calcul est alors validé dans le cas 2D. On peut ensuite lancer autant de cas bidimensionnels 
différents que l’on désire pour obtenir des statistiques sur les grandeurs macroscopiques du 
réseau comme les courbes de pression capillaire et les perméabilités relatives ou, dans le cas 
du chapitre trois, les cinétiques de séchage. 
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CHAPITRE 3 : Déplacements quasi-statiques eau-air et 
évaporation lente dans des milieux poreux modèles 
hydrophobes ou hydrophiles 
3.1 Introduction 
Dans ce chapitre nous étudions les déplacements quasi-statiques eau-air et l’évaporation lente 
dans un milieu poreux 2D de type rues américaines pour différentes mouillabilités 
correspondant à des angles de contact « élevés ». C'est-à-dire typiquement de l’ordre de 120° 
dans le cas du milieu hydrophobe et supérieur à l’angle critique en dessous  duquel les effets 
des films liquides ne peuvent pas être ignorés dans le cas du milieu hydrophile, [1].  
Les visualisations expérimentales des processus d’injection d’eau, d’aspiration d’eau et 
d’évaporation dans les micromodèles hydrophobes et hydrophiles révèlent des figures 
d’invasion très différentes selon la mouillabilité du réseau (hydrophobe ou hydrophile). Elles 
sont consistantes avec des travaux antérieurs sur le drainage, l’imbibition quasi-statique et sur 
l’évaporation lente en milieu poreux hydrophile. Nous étudions ensuite plus en détail  
l’impact de l’hydrophobicité du réseau sur l’évaporation. 
Nous proposons un modèle de simulation de l’évaporation dans les micromodèles 
hydrophobes qui combine les règles d’imbibition et le calcul du transfert de la vapeur d’eau  
par diffusion dans la phase gazeuse.  
Dans une dernière partie de ce chapitre, nous effectuons une étude statistique de l’évaporation 
dans des réseaux hydrophobes ou hydrophiles basée sur des simulations par approche de type 
réseaux de pores .Nous nous intéressons plus particulièrement à la situation où la résistance 
externe au transfert est négligeable, c'est-à-dire au cas où la cinétique de séchage est 
essentiellement contrôlée par les transferts au sein du réseau de pores,  et où l’invasion est 
dominée par les effets capillaires. 
Nous trouvons que l’évaporation dans les réseaux hydrophiles est plus rapide que 
l’évaporation dans les réseaux hydrophobes. Le temps total de séchage adimensionné se 
révèle alors dépendant de la taille du réseau et tend exponentiellement vers une limite pour les 
réseaux hydrophiles de grande taille. D’autres propriétés comme la saturation totale et le flux 
d’évaporation (en utilisant le concept de position de front plat équivalent) sont aussi étudiées.  
3.2 Analyse des résultats expérimentaux 
Pour caractériser les déplacements eau-air lors des expériences, on utilise le nombre capillaire 
Ca défini par : 
 θγ
μ
cosA
QCa ≡           (3.2.1) 
où Q est le débit volumique d’eau, μ est la viscosité dynamique du liquide, γ est la tension de 
surface eau/air et A (≈ 4.59 mm2) est la section de passage à l’entrée du réseau. Lors des 
expériences, le débit d’injection ou d’aspiration est de 0.45 ml/h, ce qui donne un nombre 
capillaire Ca ≈  10-6. Pour une telle valeur, nous pouvons considérer que les déplacements, 
lors des expériences d’injection et d’aspiration sont quasi-statiques [2]. Le temps de percée, 
obtenu lors des expériences d’injection d’eau dans le micromodèle en téflon, est d’environ 
1heure. Ce temps de percée est inférieur au temps de percée obtenu lors des expériences 
d’évaporation. Nous pouvons donc considérer également que les déplacements lors des 
expériences d’évaporation sont eux aussi quasi-statiques. Ainsi, pour l’ensemble des 
expériences menées dans les réseaux de types rues américaines, les déplacements sont 
considérés comme quasi-statiques. 
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Figure 34 : Comparaison des résultats expérimentaux et numériques se rapportant au cas du drainage 
quasi-statique. Sur les images expérimentales, l’eau est la phase sombre, l’air est la phase claire. Sur les 
images numériques, la phase claire est la phase envahissante et la phase sombre est la phase déplacée.
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Les Figure 34 (A), (B) et (C) représentent les images d’invasion obtenues respectivement lors 
des expériences d’aspiration d’eau dans le réseau hydrophile, d’injection d’eau dans le réseau 
hydrophobe et d’évaporation d’eau dans le réseau hydrophile. Chacune des ces trois 
expériences correspond à un drainage quasi-statique, puisque dans toutes, la phase mouillante 
est progressivement remplacée par une phase non mouillante. On remarquera que les images 
d’invasion obtenues au cours de ces trois expériences sont très similaires.  
Ainsi les résultats de la Figure 34: 
) Confirment que le drainage et l’évaporation dans un réseau hydrophile et à faible nombre 
capillaire conduisent aux mêmes figures d’invasion, à ceci près que les amas de liquide 
piégés lors de l’aspiration peuvent être évaporés en partie ou intégralement lors de 
l’évaporation, cf [3] et références citées dans ces articles. 
) Indiquent que  l’injection d’eau dans un réseau hydrophobe et l’aspiration d’eau dans un 
réseau hydrophile sont des drainages quasi-statiques conduisant aux mêmes figures 
d’invasions.  
Il est généralement admis que le drainage quasi-statique dans un réseau hydrophile peut être 
modélisé par le modèle de percolation d’invasion (IP), [4]. Nous commencerons donc par 
modéliser l’injection d’eau quasi-statique dans un micromodèle hydrophobe à l’aide de 
l’algorithme de percolation d’invasion même si les travaux présentés plus loin dans ce travail 
nous montrerons que le cas du drainage quasi-statique peut être plus subtil que ce que décrit 
l’algorithme d’IP.  
 
Les Figure 35 (A), (B) et (C) représentent respectivement les images d’invasion obtenues lors 
des expériences d’injection d’eau dans le réseau hydrophile, d’aspiration d’eau dans le réseau 
hydrophobe et d’évaporation d’eau dans le réseau hydrophobe. Ici aussi les figures d’invasion 
sont très similaires. Chacune des ces trois expériences correspond à une imbibition quasi-
statique, puisque dans toutes, la phase non mouillante est progressivement remplacée par la 
phase mouillante.  
On note immédiatement que les figures d’invasion obtenues lors des expériences 
correspondantes à la  Figure 35 sont beaucoup plus compactes que celles obtenues lors des 
expériences de la Figure 34.  
 
Des résultats expérimentaux que nous avons obtenus et qui sont présentés Figure 34 et Figure 
35, nous pouvons conclure que : 
& Dans la limite quasi-statique et quelle que soit la mouillabilité du micromodèle 
considéré (hydrophobe ou hydrophile), le processus d’aspiration d’eau et le processus 
d’évaporation conduisent aux mêmes images d’invasion. 
& La comparaison des figures d’invasion obtenues dans le réseau hydrophile et dans le 
réseau hydrophobe montre qu’elles sont différentes car elles dépendent de la mouillabilité du 
système : 
o Lorsque le réseau est hydrophobe, l’aspiration d’eau et l’évaporation d’eau 
doivent être considérées comme des processus d’imbibition. 
o Lorsque le réseau est hydrophile, l’aspiration d’eau et l’évaporation d’eau 
doivent être considérées comme des processus de drainage. 
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Figure 35 : Comparaison des résultats expérimentaux et numériques se rapportant au cas de l'imbibition 
quasi-statique. Sur les images expérimentales, l’eau est la phase sombre, l’air est la phase claire. Sur les 
images numériques, la phase claire est la phase envahissante et la phase sombre est la phase déplacée. 
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3.2 Modélisation par approches de type réseaux de pores. 
Comparaison Expérimental/numérique.  
3.2.1 Présentation des algorithmes de l’approche réseau 
 
Les réseaux de type rues américaines sont constitués de deux ensembles d’éléments : les pores 
et les canaux entre pores (liens) situés respectivement sur les sites et les liaisons d’un réseau 
carré, Figure 36. Les centres des pores sont situés aux nœuds d’une grille régulière dont le pas 
de maillage (distance entre chaque noeud) est AL. Cette distance entre chaque centre de pore 
est partitionnée entre pores et liaisons à l’aide du coefficient d’occupation BE. Le volume de 
chaque pore est fonction des largeurs des liaisons connectant ce pore. Ce volume est égal à :  
( ) eDDDDDDDDALBEDDDDVpore ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +++−−+++=
4
1
2
323441214321  (3.2.1.1) 
Où e représente l’épaisseur du réseau. Comme cela est illustré sur la Figure 37.  
) Les liens 1 et 3 sont les liens verticaux de largeurs respectives D1 et D3 et arrivant 
respectivement par le haut et  par le bas.  
) Les liens 2 et 4 sont les liens horizontaux de largeurs respectives D2 et D4 arrivant 
respectivement par la gauche et la droite.  
Les liaisons sont également d’épaisseur e, leur longueur est égale à BE×AL et leur largeur est 
tirée aléatoirement suivant une loi de probabilité uniforme. Le volume du lien i  est donné 
par : 
 
ilieni DeALBEV ***=         (3.2.1.2) 
 
 
 
Figure 36 : Descriptif du réseau de type rues américaines. 
 42
 
Figure 37 : Pore générique d'un réseau de type rues américaines. 
Comme, nous l’avons déjà précisé, il est communément admis que le drainage quasi-statique   
peut être modélisé par une approche de type réseau, dans lequel, les règles d’invasion 
implémentées sont celles de la percolation d’invasion [4].  
Ces règles d’invasion, peuvent être également employées pour simuler l’évaporation lente 
dans un réseau de pores hydrophiles [5]. La version la plus simple de l’algorithme 
d’évaporation [5]-[6] consiste alors à considérer que l’évaporation est gouvernée par la 
diffusion de l’eau en phase gazeuse entre les différents amas de liquide et  que pour chaque 
amas de liquide, la sélection de l’élément à « évaporer » se fait en utilisant l’algorithme de 
percolation d’invasion. Cette version ignore la présence de films de liquide qui peuvent se 
développer  le longs des arrêtes du pore et augmenter considérablement le taux d’évaporation 
en comparaison à un mode d’évaporation gouverné uniquement par des transports diffusifs en 
phase gazeuse, [1], [7], [8] et [9]. Il existe cependant une valeur critique de l’angle de contact 
de la phase mouillante, à partir de laquelle, ces films ne peuvent pas se développer [10].  Dans 
le cas des réseaux de type rues américaines, cet angle limite est de l’ordre de 45°. On suppose 
dans ce qui  suit que l’angle de contact de la phase mouillante présente un angle de contact 
bien supérieur à 45°, comme c’est le cas dans nos expériences. L’effet des films liquides est 
donc ignoré. Il est à noter que des films de liquides pourraient se développer dans les aspérités 
(rugosités) des parois du micromodèle. Cependant, compte tenu, de la valeur élevée de l’angle 
de contact de la phase mouillante, nous ne les considèrerons pas non plus. 
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Algorithme pour le drainage  
L’algorithme de percolation d’invasion est le suivant : 
1. Chaque lien interfacial saturé par la phase mouillante et non piégé est sélectionné. On 
forme alors une liste de liens à envahir. 
2. Pour chaque lien interfacial, on calcule la pression capillaire seuil nécessaire à son 
invasion. Les pressions capillaires seuils sont calculées à l’aide de la formule (3.2.1.3) 
donnée  ci-dessous. 
3. Le lien interfacial de plus grand potentiel (c'est-à-dire ici de plus grande largeur) est 
sélectionné puis envahi. Le pore adjacent à ce lien et rempli par la phase mouillante 
est lui aussi sélectionné et envahi. 
4. Si on vient d’atteindre la percée, on s’arrête, sinon, on retourne à l’étape 1). La percée 
est atteinte dès que l’on atteint la ligne du haut, en étant parti de la ligne du bas.  
 
Algorithme pour l’évaporation en réseau hydrophile 
L’algorithme d’évaporation dans le réseau hydrophile combine le calcul de la fraction 
massique de vapeur à chaque nœud du réseau envahi par la phase gazeuse et des flux 
massiques d’évaporation à la frontière de chaque amas de liquide avec un procédé de 
sélection de l’élément à envahir dans chaque amas liquide basé sur les lois de la percolation 
d’invasion.  
L’algorithme d’évaporation dans le réseau hydrophile est le suivant : 
1. Identifier chaque amas de liquide présent dans le réseau. 
2. Pour chaque amas de liquide: identifier le lien interfacial de plus grande largeur. 
Calculer le volume d’eau contenu dans ce lien, au temps t, et  ajouter le volume d’eau 
contenu dans le pore qui lui est adjacent. Ce volume est appelé scV     
3. Calculer le flux d’évaporation, Fc, à la frontière de chaque amas de liquide, et la 
fraction massique de vapeur à chaque noeud du réseau par une méthode de volumes 
finis (via la résolution de l’équation de la diffusion dans la phase gazeuse).  
4. Pour chaque amas de liquide, calculer le temps tc nécessaire pour évaporer la quantité 
de liquide scV   associée au lien identifié à l’étape 2: 
c
sc
c F
Vt lρ=   
5. Parmi les éléments sélectionnés à l’étape 2,  le lien envahi est celui qui demande le 
moins de temps pour être envahi c'est-à-dire correspondant à tcmin = min (tc) 
6. Mettre à jour la distribution spatiale des phases au sein du réseau. C’est à dire: 
a.  Pour chaque lien sélectionné à l’étape 2, tenir compte de la quantité d’eau 
partiellement évaporée. Autrement dit pour chaque lien sélectionné à l’étape 2, 
mettre à jour le volume de liquide qui lui correspond selon la formule : 
minmin )()( ccc tFtVttV −=+ llll ρρ où lρ  et lV  sont la masse volumique et le 
volume de liquide correspondant à ce lien.  
b. Déclarer le lien choisi à l’étape 5 comme étant envahi par la phase gazeuse. 
c. Déclarer le pore adjacent à ce lien et rempli par le liquide comme  étant envahi 
par la phase gazeuse. 
7. La procédure se poursuit jusqu’au séchage complet du réseau mais peut être arrêtée à 
n’importe quel stade intermédiaire.  
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Algorithme pour l’imbibition  
La simulation de l’imbibition quasi-statique est plus complexe en mettre en œuvre que celle 
du drainage quasi-statique car en plus des invasions de lien, il faut considérer les invasions de 
pore [11]. De plus dans le cas de l’imbibition, le fluide envahissant progresse suivant deux 
types de mécanismes : 
& Les déplacements de « type piston », où le fluide avance depuis le front principal 
d’invasion en occupant le centre des pores. 
& Les déplacements induits par la progression de la phase mouillante dans les aspérités 
des parois (les coins de la section rectangulaire des capillaires dans le cas de nos géométries 
idéales).  Ce type de déplacement engendre le remplissage de pore en avant du front principal 
d’invasion, selon un mécanisme de pincement (snap-off), [11], [12].Encore une fois, compte 
tenu des angles de contact élevées des phases mouillantes considérées, les mécanismes de 
snap-off ne seront pas pris en compte.   
L’imbibition sera donc simulée en considérant uniquement les déplacements de type piston.
  
La pression capillaire seuil nécessaire pour envahir un lien de section rectangulaire est donnée 
par la loi de Young Laplace : 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +=
De
P wct
11cos2 θγ         (3.2.1.3) 
où γ est la tension de surface, θw est l’angle de contact mesuré dans la phase mouillante, e est 
la profondeur du lien et D la largeur du lien.  
L’invasion d’un pore est plus complexe, [11], [12]. En particulier, la pression capillaire seuil 
nécessaire pour envahir le pore dépend du nombre de liens le connectant envahi par la phase 
mouillante. 
Pour un réseau de connectivité z, il existe ainsi z mécanismes d’imbibition, appelés  I0 à Iz-1, 
qui représentent l’invasion du pore lorsque 0 à z-1 liens voisins sont occupés par la phase non 
mouillante. Le mécanisme de type I0 ne peut se produire que lorsque la phase non mouillante 
est compressible et sera ignoré dans le cadre de notre étude. 
Nos réseaux sont de connectivité 4, nous devons donc considérer 3 mécanismes d’invasion  I1 
à I3  et leur pressions capillaires associées Pcp(I1)  > Pcp(I2) > Pcp(I3). 
Dans la situation où les liens qui connectent un pore sont tous de même largeur et de même 
profondeur, les expressions de Pcp(Ii), i=1,3 ont été données par Lenormand et Zarcone [11]. 
En se basant sur des images d’invasion prises à l’échelle du pore, nous proposons ici des 
expressions pour des liens de tailles variables et des angles de contact « élevés ». 
La pression capillaire seuil nécessaire pour envahir un pore peut être exprimée par : 
 ( )
eR
IP w
c
c θ
γ
cos211 +±=          (3.2.1.4) 
 
où Rc est le rayon de courbure principal du ménisque dans le plan du réseau. Rc est par 
définition positif. Dans le membre de droite de l’équation (3.2.1.4), le signe + s’applique 
lorsque le mécanisme d’invasion du pore considéré sera I1 et le signe – pour les deux autres 
cas I2 et I3. Le second terme dans le membre de droite de l’équation (3.2.1.4) est la 
contribution de la courbure du ménisque dans l’épaisseur du réseau. 
Nous allons maintenant présenter les expressions des rayons de courbure Rc(Ii) élaborées en 
collaboration avec G. Albouze au cours de son stage de Master Recherche. Les notations sont 
celles de la  Figure 37.  
Pour chaque mécanisme d’invasion, l’objectif est de calculer le rayon de courbure du 
ménisque au moment où il devient instable (courbure limite où toute augmentation de 
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pression conduit à son éclatement). Pour chaque mécanisme d’invasion, on espère alors avoir 
une bonne approximation du rayon d’invasion du pore et pouvoir ainsi hiérarchiser 
correctement  les potentiels d’invasion.   
  
& Calcul du rayon de courbure pour le mécanisme d’invasion de type I1 : 
Lors du mécanisme d’invasion du type I1, Figure 38, trois ménisques de phase mouillante 
fusionnent pour former un seul ménisque qui envahit l’espace du pore. On calcule alors le 
rayon de courbure de ce ménisque au moment où il se décroche du dernier coin sur lequel il 
était attaché. Pour se faire, on calcule les rayons de quatre cercles de centre, le centre du pore 
et passant chacun par un des coins du pore. On garde le rayon de plus petite valeur :  
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      (3.2.1.5) 
 
 
Figure 38 : Calcul du rayon de courbure du ménisque lors d'un mécanisme de type I1. 
& Calcul du rayon de courbure pour le mécanisme d’invasion de type I2 : 
Pour les mécanismes de type I2 on distingue deux cas dépendants de la position relative des 
liens envahis par la phase mouillante. 
Le premier cas, appelé I2V, Figure 39, est obtenu lorsque les ménisques de la phase 
mouillante sont dans des liens adjacents ou voisins. Le rayon de courbure est calculé au 
moment où les deux ménisques de la phase mouillante ont fusionné en un seul ménisque 
accroché en B et D. Deux solutions s’offrent alors au nouveau ménisque pour progresser : soit 
il reste accroché en B et glisse sur la horizontale passant par D, soit il reste accroché en D et 
glisse sur la verticale passant par B. On peut alors calculer le rayon de courbure des deux 
ménisques candidats : 
& Un ménisque passant par les coins B et D et faisant un angle θw avec l’horizontale. 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
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+−+
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& Un ménisque passant par les coins B et D et faisant un angle θw avec la verticale. 
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Le rayon de courbure retenu est celui de plus grande valeur : 
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 ( ) ( ) ( ){ }22212 max I,RIRIR VC =      (3.2.1.8) 
 
 
Figure 39 : Calcul du rayon de courbure du ménisque lors d'un mécanisme de type I2v. 
Le second cas, appelé I2F, Figure 40, est obtenu lorsque les ménisques de la phase mouillante 
sont dans des liens face à face. Deux situations sont alors possibles, soit les deux ménisques 
continuent de progresser l’un vers l’autre jusqu’à se toucher, soit les deux ménisques ne se 
touchent pas et progressent jusqu’à éclater comme s’ils étaient seuls dans l’espace du pore. 
Pour des raisons de simplicité, la première option sera ignorée. Dans la seconde option,  il y a 
une « course » à l’éclatement entre deux ménisques qui se considèrent seuls dans l’espace du 
pore. Le cas I2F peut alors être vu comme la compétition entre deux mécanismes de type I3 au 
sein du même pore. On calcule donc pour chaque ménisque son rayon d’éclatement 
correspondant au cas I3. Et la valeur retenue est celle de plus grande valeur : 
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Figure 40 : Calcul du rayon de courbure du ménisque lors d'un mécanisme de type I2F. 
& Calcul du rayon de courbure pour le mécanisme d’invasion de type I3 : 
 
Lors du mécanisme d’invasion du type I3, Figure 41, un seul lien est occupé par la phase 
mouillante. Le ménisque entame sa progression en étant accroché en D et en glissant sur la 
verticale passant par A. Il s’accroche ensuite en A et poursuit sa progression en utilisant les 
coins A et D comme points de pivot. Le moment que nous prenons pour calculer le rayon de 
courbure du ménisque correspond au moment où le ménisque qui pivote atteint une valeur 
pour laquelle il se met à glisser sur l’horizontale passant par D, tout en restant accroché en A. 
Comme, nous l’avons déjà précisé, le rayon de courbure est alors donné par : 
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Figure 41 : Calcul du rayon de courbure du ménisque lors d'un mécanisme de type I3. 
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L’algorithme d’imbibition est finalement le suivant : 
1. Chaque élément (pore et lien) interfacial saturé par la phase non mouillant et non 
piégé est sélectionné. On forme alors une liste d’éléments à envahir. 
2. Pour chaque élément interfacial, on calcule la pression capillaire seuil nécessaire à 
l’invasion de cet élément. Les pressions capillaires seuils sont calculées à l’aide des 
formules que nous venons de présenter. 
3. L’élément interfacial de plus fort potentiel (pression capillaire seuil) est sélectionné 
puis envahi. 
4. Si on vient d’atteindre la percée, on s’arrête, sinon, on retourne à l’étape 1). Par 
exemple, la percée est atteinte dès que l’on atteint la ligne du haut, en étant parti de la 
ligne du bas.  
 
Algorithme pour l’évaporation en réseau hydrophobe 
L’algorithme d’évaporation dans le réseau hydrophobe est analogue à celui utilisé pour le 
réseau hydrophile à ceci près que la sélection des éléments à envahir est basée sur les lois de 
l’imbibition.  
L’algorithme d’évaporation dans un réseau hydrophobe est donc le suivant : 
1. Identifier chaque amas de liquide présent dans le réseau. 
2. Pour chaque amas de liquide: identifier l’élément interfacial (pore ou lien) de plus 
grand potentiel (= pression capillaire seuil). Calculer le volume d’eau contenu par cet 
élément, au temps t, par la formule (3.2.1.1) si c’est un pore ou par la formule (3.2.1.2) 
si c’est un lien Ce volume est appelé scV     
3. Calculer le flux d’évaporation, Fc, à la frontière de chaque amas de liquide, et la 
fraction massique de vapeur à chaque noeud du réseau par une méthode de volumes 
finis (résolution de l’équation de diffusion).  
4. Pour chaque amas de liquide, calculer le temps tc nécessaire pour évaporer la quantité 
de liquide scV   contenue dans l’élément identifié à l’étape 2 : 
c
sc
c F
Vt lρ=   
5. Parmi les éléments sélectionnés à l’étape 2, l’élément envahi est celui qui demande le 
moins de temps pour être envahi, c'est-à-dire celui correspondant à tcmin = min (tc),  
6. Mettre à jour la distribution spatiale des phases au sein du réseau. C’est à dire: 
a. Pour chaque élément sélectionné à l’étape 2, la quantité d’eau partiellement 
évaporée. Autrement dit pour chaque élément sélectionné à l’étape 2, mettre à 
jour le volume de liquide qu’il contient par la formule : 
minmin )()( ccc tFtVttV −=+ llll ρρ où lρ  et lV  sont la masse volumique et le 
volume de liquide contenu par cet élément.  
b. Déclarer l’élément choisit à l’étape 5 comme étant envahi par la phase gazeuse.  
7. La procédure se poursuit jusqu’au séchage complet du réseau mais peut être arrêtée à 
des stades intermédiaires.  
3.2.2 Confrontation des résultats numériques et expérimentaux.  
 
Les figures d’invasions obtenues numériquement par les algorithmes présentés dans le sous 
paragraphe 3.2.1 sont comparées aux images expérimentales, Figure 34 pour le micromodèle 
hydrophile et Figure 35 pour le micromodèle hydrophobe. 
Bien que de bonne qualité, les comparaisons expérimental/numérique ne sont pas 
parfaitement identiques. Les différences observées peuvent s’expliquer par : 
) Pour les expériences/simulations se rapportant au cas du drainage quasi-statique : 
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La percolation d’invasion modélise correctement les drainages quasi-statiques lorsque les 
invasions des pores se font par éclatement (« burst ») dans les liens c'est-à-dire par éclatement 
du ménisque après avoir atteint son rayon de plus faible valeur dans un lien. Or, comme 
illustré Figure 42, l’analyse des images expérimentales montre que lors des expériences se 
rapportant au cas du drainage, on observe des mécanismes d’invasion de type I3, I2V et I2F. 
Donc si l’on veut modéliser correctement le drainage quasi-statique dans nos conditions, il 
faut construire, comme pour l’imbibition, des potentiels d’invasion de type I1, I2V, I2F et I3. 
Cependant, la comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux montre que le 
modèle de percolation d’invasion, qui ne prend en compte que l’éclatement dans les liens, 
représente une approximation raisonnable des déplacements observés.  Cela signifie que lors 
des expériences, la majorité des invasions se fait par « burst » individuel dans les liens. En 
conséquence, le modèle de percolation d’invasion peut être utilisé en première approximation 
pour simuler les expériences se rapportant au cas du drainage quasi-statique.  Ces éléments 
seront précisés dans la suite de ce mémoire. Pour l’instant, on se contente donc d’admettre 
que le drainage peut être modélisé à l’aide de l’algorithme de percolation d’invasion.  
 
Figure 42 : Exemple de mécanismes d'invasion de type I1, I2V et I2F se retrouvant lors des expériences de 
drainage quasi-statique. Image prise de l'aspiration d'eau dans un réseau hydrophile à la percolation.  La 
phase rouge correspond à l’eau. 
) Pour les expériences/simulations se rapportant au cas de l’imbibition quasi-statique : 
Bien que compactes et progressant par front plat, les figures d’invasion obtenues lors des  
expériences se rapportant au cas de l’imbibition, ne présentent pas strictement d’invasions 
« ligne par ligne » comme dans le modèle numérique. Cela signifie que la hiérarchie des 
potentiels d’invasion n’est probablement pas strictement celle illustrée sur la Figure 43. Ceci 
suggère que le calcul de ces potentiels devrait être approfondi (voir la suite de ce mémoire). 
Toutefois, les algorithmes implémentés reflètent suffisamment les déplacements observés lors 
des expériences pour pouvoir être considérés comme une première approximation valable. 
 
Il est à souligner que les résultats concernant l’imbibition sont originaux : 
) Les évaporations lentes dans les réseaux hydrophobes peuvent être modélisées en 
utilisant les règles d’invasion  de l’imbibition quasi-statique.  
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) En contraste avec les digitations capillaires qui caractérisent les figures de la percolation 
d’invasion, les simulations de l’évaporation dans le réseau hydrophobe et de l’injection 
d’eau des réseaux hydrophiles présentent des figures d’invasion compactes et par front 
plat. Ces résultats numériques présentent un bon accord avec les résultats expérimentaux. 
) Ce front plat est uniquement dû ici aux effets capillaires et non aux effets stabilisants de 
la viscosité ou de la gravité [13]. Il s’explique par la hiérarchie des potentiels d’invasion 
dérivés des équations (3.2.1.5)–(3.2.1.12) et illustrée Figure 43 et représentée par 
l’inégalité (3.2.1.13) : 
 ( ) ( ) ( ) ( )3221 IPIPIPPIP cFcVcctc >>>>      (3.2.1.13) 
 
Figure 43 : Valeurs possibles des potentiels d’invasion liés aux mécanismes d’imbibition. Ces valeurs sont 
calculées en considérant toutes les combinaisons possibles obtenues en utilisant les cinq largeurs de liens 
retrouvées dans les géométries expérimentales. 
 
Il est à noter que la relation d’ordre (3.2.1.13) a été testée et reste inchangée sur la gamme 
d’angle de contact qui nous intéresse à savoir [50°, 85°] (angle pris dans la phase mouillante, 
soit l’air ici).  
Le mécanisme de stabilisation par les effets capillaires peut être décrit de la façon suivante : 
On considère la situation où le milieu poreux modèle est initialement saturé par la phase non 
mouillante et est progressivement envahi par la phase mouillante. La première étape de 
l’invasion commence par l’invasion de tous les liens verticaux connectés au canal 
d’alimentation. A l’issue de cette première étape, on a alors une ligne de pores interfaciaux 
possédant tous, trois liens adjacents remplis de phase non mouillante. La seconde étape de 
l’invasion commence par l’invasion du pore possédant le potentiel d’invasion associé au 
mécanisme I3 le plus favorable (c'est-à-dire le potentiel de plus grande valeur), suivi alors par 
l’invasion des trois liens qui lui sont connectés car, les potentiels d’invasions associés à 
l’invasion des liens sont toujours plus grands que ceux associés aux mécanismes d’invasion 
de type  I3 et I2V.  Puis, comme les potentiels d’invasion associés aux mécanismes I2V sont 
généralement plus grands que ceux associés aux mécanismes I3, il s’en suit l’invasion de la 
première ligne de pores par une succession d’invasion de type I2V entrecoupée d’invasion de 
liens. Quelquefois, on assiste à des invasions de types I3 car  max (Pc(I3)) > min (Pc(I2a)).Une 
fois la première ligne de pores envahie, les autres lignes de pores sont envahies, les unes après 
les autres suivant le même mécanisme. Bien que le plus favorable, le potentiel I1 ne se produit 
jamais. 
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3.3 Etude numérique de l’évaporation lente dans des réseaux 
hydrophiles ou hydrophobes : impact de la mouillabilité sur les 
cinétiques de séchage.  
Nous étudions ici  l’impact de la mouillabilité du réseau sur les temps moyens de séchage. 
Pour se faire, nous utilisons les algorithmes présentés dans le paragraphe 3.2.  En particulier, 
nous allons évaluer l’impact de la taille du réseau. Les simulations numériques sont donc 
effectuées pour des réseaux de tailles croissantes. 
 
Figure 44 : illustration et notations relatives aux réseaux utilisés pour l'étude numérique des cinétiques de 
séchage. 
On se sert comme situation de référence de la situation classique d’un front d’évaporation  
plat illustrée sur la Figure 44. Sur cette figure, le réseau est un carré de côté égal à L 
(longueur=largeur=L) dont la distance entre les pores est a. Ce réseau est connecté par le haut 
à un canal dans lequel s’exerce un écoulement d’air (situation de séchage convectif) dont la 
pression partielle de vapeur d’eau est notée ∞vP . On note δ l’épaisseur moyenne de la couche 
limite massique qui se forme à la surface du milieu poreux. . Le fond du réseau est une rangée 
de liens verticaux. A l’interface réseau- air externe, la pression partielle de vapeur d’eau est à 
la valeur viP . La position moyenne du front de liquide, repérée par rapport à l’interface réseau- 
canal est z0. Lorsque  z0=0, le front  est situé à l’entrée du réseau. Lorsque  z0=L, on est au 
fond du réseau. A l’intérieur du réseau, l’interface eau-air, à la frontière des amas, est à la 
pression partielle de vapeur saturante veP . La profondeur du réseau est e. ε et εs  désignent  
respectivement la porosité et la porosité surfacique du réseau. D est le coefficient de diffusion 
de la vapeur d’eau dans l’air. D* est le coefficient de diffusion effectif de la vapeur d’eau 
dans l’air à l’intérieur du réseau. L’évaporation est due uniquement au gradient de pression 
partielle de vapeur d’eau induit par l’écart de pression partielle de la vapeur d’eau  entre  la 
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frontière  des amas de liquide et l’écoulement d’air externe. On notera que l’évaporation est 
supposée suffisamment lente pour pouvoir négliger les variations de température dues au 
changement de phase. L’ensemble du système est donc supposé à la température constante T. 
On s’intéresse plus particulièrement à la situation classique de séchage convectif où l’échelle 
caractéristique du transfert de masse externe δ est très inférieure à la taille du réseau L : 
δ/L<<1. 
Les figures d’invasion de la Figure 35, montrant que l’évaporation lente dans le réseau 
hydrophobe se réduit à un front d’évaporation quasi-plat, ceci invite à modéliser  
l’évaporation dans le micromodèle hydrophobe et à estimer son temps global de séchage 
suivant un modèle classique d’évaporation à front plat. 
 
Modèle de front plat 
Pour se faire, Figure 45, il suffit de faire un bilan de masse dans le réseau entre la masse de 
liquide évaporée pendant la période dt et  la totalité du flux de vapeur qui traverse la surface 
d’entrée du  réseau pendant la même période dt : 
La masse de liquide qui s’évapore pendant la période dt est estimée par : 
 
0dzLeερεdVρdm LL ==         (3.3.1) 
 
où ρL est la masse volumique du liquide et ε est la porosité du milieu poreux. 
Le flux de vapeur total qui traverse la surface à l’interface réseau- canal pendant la période de 
temps dt peut être exprimée de deux façons. Soit par l’équation (3.3.2) soit par l’équation 
(3.3.3).   
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Dans ces deux équations, Mv et R, sont respectivement la masse molaire de la vapeur et la 
constante des gaz parfaits. En combinant ces équations, on obtient la relation liant  z0 et le 
temps t :  
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Dans l’équation (3.3.4), ΔPv  est la différence de pression partielle de vapeur entre le front de 
liquide et l’air externe ∞−=Δ vevv PPP . 
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Figure 45 : Calcul de la position du front de liquide au cours du temps dans le modèle d'évaporation par 
front plat. 
D*, εs et  ε  sont estimés par  simulations effectuées dans les réseaux carrés. Nous obtenons : 
 
DD 97.0* ≈ , 5.0≈sε et  74.0≈ε .On remarquera que la valeur de D* est consistante avec le 
fait que les réseaux carrés sont peu tortueux. 
En prenant comme temps de référence τ le temps total de séchage du réseau lorsque 
l’épaisseur de la couche limite massique est négligeable devant la taille du réseau ( δ << L). 
C'est-à-dire : 
 
vvs PDM
LRT
Δ= ε
ρετ
2
2
l          (3.3.5) 
 
et comme longueur de référence la taille L du réseau. L’équation (3.3.4) s’écrit sous forme 
adimensionnelle : 
 
02 **0
*2*
0 =−+ tzz δ         (3.3.6) 
 
qui conduit à la solution: 
**2**
0 δδ −+= tz        (3.3.7) 
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Le temps total de séchage pour le modèle d’évaporation par front plat, noté *ffτ , est alors 
donné par : 
 
** 21 δτ +=ff         (3.3.8) 
 
Lorsque 1* <<δ Æ 1* ≈ffτ . 
 
Evaporation lente dans le réseau hydrophobe 
Compte tenu de la figure d’invasion obtenue pour l’évaporation en milieu hydrophobe, on 
s’attend donc à ce que le temps total de séchage du réseau hydrophobe, que l’on note τnw,  soit  
très proche du temps de référence τ. 
La Figure 46 montre que la situation est un petit peu plus subtile. En effet, en utilisant 
l’algorithme de simulation de l’évaporation en réseau hydrophobe présenté ci-dessus, on 
obtient (pour des réseaux suffisamment grands) : 
 
 93.0≈τ
τ nw           (3.3.9) 
 
 
Figure 46 : Temps total de séchage pour les réseaux carrés 2D hydrophobes et hydrophiles en fonction de 
la taille du réseau. Dans le cas hydrophobe : nwt τ=max .  Dans le cas hydrophile wt τ=max .  Les lignes 
en pointillés encadrant la courbe correspondant au réseau hydrophile, représentent ± 1 un écart type  
autour  de la valeur  ττ /w  obtenue lors des simulations. 
 
Cette différence peut être attribuée au fait que l’amas de liquide ne s’évapore pas de façon 
continue comme dans le modèle à front plat mais plutôt selon un processus d’érosion discrète 
progressive par ligne. 
Une différence supplémentaire survient à la fin du séchage, lorsque l’eau contenue dans la 
dernière ligne de pores s’évapore. Comme cela est illustré sur la Figure 47, on perd alors le 
caractère quasi- monodimensionnel du problème. Le parcours des molécules de vapeur qui 
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diffusaient en moyenne en ligne droite du front de liquide vers l’entrée du réseau devient 
bidimensionnel et s’allonge en moyenne. Le flux d’évaporation  s’écroule alors. 
 
 
Figure 47 : Explication de la chute du flux d'évaporation dans le réseau hydrophobe au cours de la 
dernière période du séchage. 
Le phénomène que nous venons de décrire s’observe sur la Figure 48 représentant l’évolution 
du front plat équivalent d’évaporation zfeq, défini par : 
 
RTj
PPDM
z
w
vevvs
feq
)( ∞−= ε         (3.3.10) 
 
où jw est la densité de flux surfacique d’évaporation obtenue par les simulations sur réseau de 
pores. zfeq représente la position d’un front plat équivalent qui engendrerait le même flux 
d’évaporation. Comme on peut le voir sur la  Figure 48 (A), zfeq monte brusquement lorsque la 
dernière ligne de pore s’évapore. Ce qui correspond à l’écroulement du flux d’évaporation.  
 
Conclusion sur l’évaporation lente dans le réseau hydrophobe : 
 
 Lors de l’évaporation lente dans le réseau hydrophobe, on distingue deux périodes de temps : 
1. La première période correspond aux valeurs de zfeq/L comprises entre 0 et 1. Au cours 
de cette période, il est possible de simuler l’évaporation dans le réseau hydrophobe en 
employant un modèle d’évaporation de front plat à condition d’apporter une correction 
au coefficient de diffusion effectif du réseau. Cette correction est donnée 
par : DDD
nw
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2. La seconde période correspond à la brusque augmentation du front plat équivalent zfeq. 
Cette brusque augmentation correspond à l’effondrement du flux d’évaporation dû à 
l’évaporation de la dernière ligne de pores. Cette période dure le temps t1 -tmax. Elle 
débute à la valeur du temps t1 à partir duquel, la courbe de front plat équivalent 
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obtenue à partir des simulations (3.3.10) s’écarte du modèle de front plat donné par 
(3.3.11) avec un écart relatif de 1%, c'est-à-dire : 
( ) ( )( ) 01.0, *
**
**
1 ≥−= tz
tztz
tt
ff
fffeq .  
Mais comme on peut le constater sur la Figure 49 qui représente la valeur de la durée de 
cette période  relativement au temps total de séchage du réseau, tmax, cette valeur est faible 
et tend à diminuer avec l’augmentation de la taille du réseau. 
 
 
Figure 48: Evolution du front plat équivalent en fonction du temps adimensionné pour différentes tailles 
du réseau L=20, 40, 50, 60, 80, 100. Dans le cas hydrophobe : nwt τ=max .  Dans le cas 
hydrophile wt τ=max . 
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Figure 49 : Evolution de la durée relative de la seconde période en fonction de la taille du réseau. Le temps 
qui marque le début de la seconde période est t1 . Dans le cas hydrophobe : nwt τ=max .  Dans le cas 
hydrophile wt τ=max . 
 
Evaporation lente dans le réseau hydrophile 
 
Dans le cas du réseau hydrophile la situation est plus complexe car le flux d’évaporation 
dépend à la fois du potentiel d’évaporation externe qui varie en 1−δ , et du transfert de masse 
par diffusion dans le réseau pendant un temps non négligeable comme cela est illustré sur la 
Figure 50 qui représente l’évolution du temps global de séchage en fonction de *δ . Sur la 
Figure 50(A), τ ff est utilisé comme temps de référence alors que sur la Figure 50(B), 
)(
2
∞−
=
vevv
ref PPDM
eRTLt
δερ l  est utilisé comme temps de référence.  tref  serait le temps total de 
séchage si la pression partielle à l’intérieur du réseau était partout égale à veP  et l’évaporation 
était gouvernée uniquement par le transfert de masse externe. 
 
On s’attend à ce que le temps de séchage tende vers tref lorsque ∞→*δ . Comme le montre la 
Figure 50(B) , nous voyons que  ( ) 1/35.01 −≈− L
tref
w δτ  lorsque 1>>
L
δ . Cette situation peut se 
retrouver lorsque le séchage s’effectue alors que l’humidité relative extérieure est élevée, mais 
elle est beaucoup moins fréquente cependant que la situation de séchage convectif 
correspondant à 1* <<δ .  
Dans le cas d’un séchage convectif, la Figure 50(A) montre que le temps total de séchage 
devient indépendant de la largeur de la couche limite quand δ*  est suffisamment petit, c’est à 
dire lorsque la taille de δ est très inférieure à la distance entre les pores : δ/a ≤  10-2.Pour les 
réseaux hydrophiles le temps moyen de séchage, wτ , a été calculé pour de nombreuses 
réalisations et de tailles de réseau différentes dans la limite où δ/a ≤  10-2. Les résultats de ces 
calculs sont présentés dans  le Tableau 4. 
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Figure 50 : Evolution du temps total de séchage dans les réseaux hydrophiles en fonction de l’épaisseur de 
la couche limite externe. 
 
L N ττ /w  ( )min/ττ w  ( )max/ττ w  wτσ /  
10 10000 0.629 0.322 0.886 0.151 
15 100000 0.646 0.340 0.890 0.124 
20 10000 0.656 0.413 0.866 0.110 
30 1000 0.671 0.492 0.811 0.095 
40 500 0.687 0.531 0.815 0.087 
50 500 0.694 0.561 0.822 0.081 
60 500 0.694 0.532 0.830 0.077 
80 250 0.713 0.624 0.830 0.071 
100 250 0.720 0.607 0.838 0.064 
 Tableau 4 : Temps de séchage moyen, temps minimal et maximal calculés pour différentes tailles 
de réseaux hydrophiles. N est le nombre de réalisations.  σ est l’écart type de τw sur le nombre de 
réalisations considérées.  
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Comme le montre la Figure 46, pour les dimensions de réseau étudiées, les temps moyens de 
séchage des réseaux hydrophiles sont significativement plus faibles que ceux des réseaux 
hydrophobes. Par exemple, dans le cas où la taille du réseau est L=100, on constante que le 
temps de séchage dans l’hydrophile ne représente que 80% du temps de séchage dans 
l’hydrophobe : 8.0/ ≈nww ττ .  
Ce résultat était attendu car l’évaporation par front plat, comme c’est le cas dans le milieu  
hydrophobe, représente une solution très lente. La Figure 46 montre aussi que le rapport 
ττ /w  augmente très lentement avec l’augmentation de la taille du réseau. Les données 
peuvent être raisonnablement représentées par une loi puissance (ligne en pointillés à peine 
visible sur la Figure 46 qui relie les points calculés pour le réseau hydrophile). On trouve un 
exposant de faible valeur ≈ 0.06. C’est à dire wτ  ∼ L2.06 pour la gamme de tailles de réseau 
considérée. Mais il est évidant que cette loi ne conviendra pas pour les réseaux de grandes 
tailles. Le comportement pour les grandes tailles est analysé ci-dessous. 
 
Comme le montre la Figure 48 (B),  on peut  distinguer  deux régimes d’évaporation lors de la 
première période (comme dans le cas hydrophobe, la seconde période fait référence à la 
période d’effondrement du flux d’évaporation). Pendant la première période, la position de 
front plat équivalent (Eq. (3.3.10)) moyennée sur l’ensemble des réalisations, suit la courbe de 
front plat définie par l’ Eq. (3.3.11), en d’autre termes : feqz  ∝  t1/2. 
Puis les deux courbes s’éloignent l’une de l’autre, et on constate que la position du front plat 
équivalent varie linéairement avec t. Un ajustement par moindres carrés donne : 
 
 321.0924.0 +≈= τ
t
L
z
L
z
lifeq        (3.3.11) 
 
Comme lors de l’évaporation dans le réseau hydrophobe et pour les mêmes raisons,  feqz  
augmente de façon brusque à la fin du séchage dans le réseau hydrophile. Mais la durée de 
cette seconde période est plus grande que dans un réseau hydrophobe de même taille. Ce 
résultat est cohérent avec des mécanismes de percolation d’invasion qui induisent la 
formation d’amas de liquide de  grande taille, comme cela est schématisé sur la Figure 51. 
 
Figure 51 : Explication de la chute du flux d'évaporation dans le réseau hydrophile. 
Pour les réseaux hydrophiles, le temps t1 marque la fin de la période pendant laquelle le 
modèle de front plat équivalent suit l’évolution linéaire donnée par l’équation (3.3.11). On 
considère que le temps t1  est obtenu lorsque la position du front plat équivalent obtenue à 
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partir des simulations (3.3.14) s’écarte du modèle linéaire donné par (3.3.11) avec un écart 
relatif de 5%, c'est-à-dire : ( ) ( )
( ) 05.0, *
**
**
1 ≥
−=
tz
tztz
tt
li
lifeq  
 
Comme on peut le constater sur la Figure 49, la durée de cette  seconde période décroît 
faiblement avec l’augmentation de la taille du réseau. La dépendance avec la taille du réseau 
du temps total de séchage adimensionné ne doit donc pas être du à la seconde période. 
Comme la solution de front plat représente une limite supérieure pour les réseaux hydrophiles, 
on en conclut que le temps moyen de séchage adimensionné doit tendre vers une asymptote 
inférieure à 1 pour des réseaux très grands.    
On fait l’hypothèse que le temps moyen de séchage des réseaux hydrophiles tend vers cette 
limite de façon exponentielle lorsque la taille du réseau augmente : 
 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=
∞ a
LAAww 21 expτ
τ
τ
τ
      (3.3.12) 
 
où a est donc la distance séparant les centres des pores. On notera que lorsque la taille du 
système augmente les effets visqueux et gravitaires peuvent devenir non négligeables [13]. 
Cependant, dans le cadre de la thèse nous nous concentrerons uniquement sur les effets 
capillaires. 
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Figure 52 : Evolution de τ
τ
τ
τ ww −⎟⎟⎠
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⎜⎜⎝
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∞
en fonction de la taille du système en coordonnées semi -
logarithmique. wτ  est le temps moyen de séchage. τ est le temps de référence 
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Pour l’estimation de la limite
∞
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
τ
τ w , vers laquelle tend le temps moyen de séchage 
adimensionné, nous avons choisi, de façon assez arbitraire la valeur pour laquelle  zli/L = 1 
dans l’équation (3.3.11). Ceci conduit  à la valeur : 
∞
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
τ
τ w ≈ 0.734. Comme on peut le 
constater sur le graphique de la Figure 52, nos résultats numériques sont en accord avec une 
décroissance exponentielle de τ
τ
τ
τ ww −⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∞
 avec la longueur caractéristique du réseau. Les 
constantes A1 et A2 sont déterminées par régressions linéaires à partir des résultats montrés 
sur la Figure 52. Nous obtenons A1 ≈ 0.122 et A2 ≈ 0.021.   
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Figure 53 Exemple représentatif de la  p.d.f du temps de séchage d'un réseau hydrophile. Les résultats 
sont donnés  pour 100000 réalisations d'un réseau 15*15. La ligne en pointillés représente une distribution 
gaussienne. 
Comme illustré sur la Figure 53, la distribution du temps de séchage wτ  pour une taille 
donnée de réseau hydrophile ne suit pas une loi normale. En particulier, cette distribution est 
légèrement dissymétrique. Cette observation est représentative de l’ensemble des tailles de 
réseau considérées avec un coefficient d’asymétrie d’environ 0.27 et un facteur 
d’aplatissement  d’environ 2.5 (la valeur 3 correspond à une loi normale).   
Comme on peut le constater aussi sur la Figure 46, le rapport τσ / wτ , où τσ  représente 
l’écart type de wτ ,  est assez élevé et tend à décroître lentement avec l’augmentation de la 
taille du réseau. Ce qui indique une variation significative du temps de séchage d’une 
réalisation à l’autre. On peut aussi faire cette constatation, en regardant dans le Tableau 4,  les 
valeurs minimales et maximales de ττ /w   qui sont les valeurs minimales et maximales des 
temps de séchage obtenus sur les N réalisations considérées pour chaque  taille. 
Les Figure 54 et Figure 55 illustrent les fluctuations de la saturation globale en liquide du 
réseau (fraction du réseau de pores saturée en liquide) avec chaque réalisation. Ces 
fluctuations sont également illustrées par la Figure 56 qui représente l’écart type de la 
saturation en liquide en fonction du temps pour trois tailles de réseau. On notera aussi que le 
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rapport SS /σ  reste pratiquement constant durant une grande partie du séchage. Et que cette 
constante décroît avec la taille du réseau.  
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Figure 54 : Evolution de la saturation globale en liquide en fonction du temps pour 50 réalisations d'un 
micromodèle 10*10. La ligne en pointillée représente la solution du front plat (~réseau hydrophobe). 
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Figure 55 Evolution de la saturation globale en liquide en fonction du temps pour 50 réalisations d'un 
micromodèle 100*100. La ligne en pointillée représente la solution du front plat (~réseau hydrophobe). 
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Figure 56 : Evolution de l'écart type de la saturation globale en fonction du temps adimensionné et pour 
trois tailles de réseau. 
Finalement, la Figure 57 montre l’évolution de la saturation globale moyenne de liquide en 
fonction du temps pour trois tailles de réseau. Comme on peut le voir sur cette figure, les 
graphes correspondant aux tailles L=80 et L=100 sont confondus sauf à la toute fin du séchage 
correspondant à une troisième période. Le fait que le comportement moyen du séchage puisse 
être caractérisé par une unique courbe est consistant avec le fait que la taille L du réseau soit 
l’unique longueur caractéristique dans ce problème (dans la limite où δ*<< 1). 
Un comportement similaire avait déjà été observé, Figure 48, pour la position du front plat 
équivalent moyenné zfeq . Naturellement,  zfeq, c’est à dire le flux d’évaporation, fluctue aussi 
de façon significative d’une simulation à l’autre. Ces fluctuations sont à associer aux 
variations spatiales des figures d’invasion d’une réalisation  à l’autre. 
Les résultats qui ont été présentés ont été effectués pour des réseaux bidimensionnels dont le 
rapport d’aspect est 1, c'est-à-dire, L/W=1. Où W et L sont respectivement  la largeur et la 
longueur du réseau. On s’attend à ce que 1/ →ττ w  lorsque L/W→ ∞ puisque la largeur 
limite fortement le développement de digitations capillaires de grandes tailles. De même, on 
s’attend à ce que : 
1/1/ =<
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
WL
w
WL
w
τ
τ
τ
τ
 . L’étude détaillée de l’influence du rapport 
d’aspect est laissée pour un travail futur.  
 
 64
 
0 0.5 1
t/t
max
0
0.5
1
<
S> L=80 L=100
L=20
 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/τ
−4
−3
−2
−1
0
Lo
g 1
0(<
S>
)
L=20
L=100
L=80
 
 
Figure 57: Evolution de la saturation globale de liquide en fonction du temps réduit pour trois tailles de 
réseau hydrophile  moyennée sur 500 (L=20) ou 50 simulations (L= 80, L = 100). La ligne en pointillée 
représente la solution de front plat (~hydrophobe). Pour la solution de front plat τ=maxt . Pour les 
réseaux hydrophiles : wt τ=max . 
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3.4 Conclusion du chapitre 3  
Dans ce chapitre nous avons étudié, l’invasion d’eau quasi-statique et l’évaporation lente dans 
des milieux poreux modèles 2D hydrophobes ou hydrophiles. Cette étude a été effectuée pour 
des angles de contact « élevés », c'est-à-dire dans la situation pour laquelle les effets de films 
étaient négligeables. 
Nous avons modélisé l’injection d’eau dans un micromodèle hydrophobe par les règles de 
percolation d’invasion. Nous avons montré que la percolation d’invasion (IP) permettait de 
reproduire l’essentiel des situations de drainage quasi-statique observées expérimentalement. 
Cependant la comparaison des figures d’invasion numériques et expérimentales montre 
quelques différences. Ces différences peuvent s’expliquer en partie par les inévitables défauts 
introduits lors de la réalisation des micromodèles. Nous pensons cependant que cette 
explication est insuffisante et qu’il faut plutôt attribuer les différences observées au fait que 
pour l’angle de contact et la géométrie considérée dans les expériences, l’invasion n’est pas 
contrôlée uniquement par les seuils capillaires associées aux liaisons et qu’il conviendrait de 
distinguer comme en imbibition mécanismes de déplacements dans les liens et dans les pores 
(l’envahissement d’un lien n’entraîne pas automatiquement l’envahissement du pore adjacent 
contrairement aux règles classiques d’IP).  Ce point est discuté plus en détail dans la suite de 
ce mémoire.  
Nous avons simulé l’injection d’eau dans un micromodèle hydrophile par une approche de 
type réseau en utilisant les concepts de potentiel d’invasion de liens et de pores, proposé 
initialement par Lenormand et Zarcone [11] dans leur étude sur l’imbibition. La comparaison 
entre les images d’invasions expérimentales et numériques a montré ici encore que les 
potentiels d’invasion que nous avons proposé permettaient de capturer l’essentiel des 
évènements d’invasion.    
Nous avons aussi montré comment l’évaporation dans un milieu poreux hydrophobe pouvait 
être simulée en utilisant des règles d’invasion liées à l’imbibition et comment elle pouvait être 
prédite analytiquement en utilisant un modèle de front plat en mouvement.  
Nous avons ensuite conduit des études numériques et statistiques sur l’évaporation dans des 
réseaux 2D lorsque la résistance de transfert externe était négligeable. Nous avons montré que 
l’évaporation dans les réseaux hydrophiles était plus rapide que l’évaporation dans les réseaux 
hydrophobes. Pour des réseaux dont le rapport d’aspect est 1, les temps moyens sans 
dimension de séchage tendent  vers 0.93 et  0.73, respectivement dans les réseaux 
hydrophobes et les réseaux hydrophiles, lorsque la taille du réseau augmente. 
Nous avons donc montré que l’évaporation dans les réseaux hydrophiles était en moyenne  
20% plus rapide que l’évaporation dans les réseaux hydrophobes. 
Cependant, le temps de séchage dans les réseaux hydrophiles est sujet à d’importantes 
fluctuations dues aux fluctuations spatiales de la figure d’invasion associée à chaque 
réalisation. Nous avons aussi montré que la distribution du temps total de séchage était proche 
d’une gaussienne avec une légère dissymétrie droite.  
Ces fluctuations diminuent avec l’augmentation de la taille du système mais restent 
significatives pour les tailles de réseau que nous avons considérées. Ainsi, la variation relative 
maximale par rapport au temps de séchage moyen est de plus de 25% .Exceptée la toute 
dernière période du séchage qui dépend de la taille du système, les comportements moyens 
observés peuvent être décrits par des courbes maîtresses.  
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CHAPITRE 4 : Déplacements eau-air quasi-statiques et 
évaporation lente dans des milieux poreux modèles de 
mouillabilité hétérogène 
4.1 Introduction 
On s’intéresse dans ce chapitre à des réseaux bicouches formés d’une bande hydrophile et 
d’une bande hydrophobe en contact (cf système « composite » de la partie A de ce mémoire). 
Dans la perspective de l’application aux piles à combustibles, ces systèmes pourraient 
présenter un compromis attractif permettant de limiter le noyage de la GDL, voire d’optimiser 
les performances, [1].    
4.2 Les micromodèles composites  
Les micromodèles de mouillabilité hétérogène (encore appelés de mouillabilité « mixte ») 
sont usinés dans une bande hydrophobe adjacente à une bande hydrophile de même largeur. 
Trois types de micromodèle de mouillabilité hétérogène sont considérés dans ce travail. Dans 
le premier,Figure 58, les deux bandes sont perpendiculaires aux canaux d’alimentation en 
fluide. 
 
 
Figure 58 : Micromodèle à bandes perpendiculaires (bande hydrophobe à droite, bande hydrophile à 
gauche). 
Pour les deux autres micromodèles, les bandes sont parallèles aux canaux d’alimentation. Le 
premier micromodèle de mouillabilité mixte a sa bande hydrophile en contact avec le canal  
par lequel sera injectée la phase envahissante (eau ou air),Figure 59. 
 
 
 
Figure 59 : Micromodèle à bandes parallèles dont la partie hydrophile (en bas)  est en contact avec le 
canal d'injection. 
Le second micromodèle de mouillabilité mixte à bandes parallèles a sa bande hydrophobe en 
contact  avec le canal par lequel sera injectée la phase mouillante (eau ou air),Figure 60. 
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Figure 60 : Micromodèle à bandes parallèles dont la partie hydrophobe (bande du bas)  est en contact 
avec le canal d'injection. 
Si on fait abstraction des défauts d’usinage induits par les processus de fabrication, ces trois 
micromodèles présentent géométriquement le même réseau de liens et de pores et ne différent 
donc que par la répartition spatiale des conditions de mouillabilité. On notera aussi qu’ils sont 
géométriquement identiques aux micromodèles hydrophiles et hydrophobes considérés au 
chapitre 3. 
Lors des expériences, la phase qui envahit progresse toujours du bas vers le haut du 
micromodèle. Ainsi, l’injection d’eau s’effectuera par le canal du bas tandis que l’aspiration 
d’eau se fera par le canal du haut. Lors des expériences d’évaporation, l’air sec circulera 
toujours dans le canal du bas. 
 Les débits d’injection sont identiques à ceux du Chapitre 3 et les temps de séchages 
comparables. Nous pouvons donc supposer que les déplacements eau -air dans l’ensemble des 
expériences sont quasi-statiques.  
 
4.3 Résultats expérimentaux 
La Figure 61, présente les figures d’invasion au moment de la percée pour les deux 
micromodèles à bande parallèles. La colonne (A) correspond aux figures d’invasion obtenues 
pour le micromodèle dont la bande hydrophobe jouxte le canal d’injection. La colonne (B) 
correspond aux figures d’invasion obtenues dans le micromodèle dont la bande hydrophile 
jouxte le canal d’injection. Ces résultats sont consistants avec les résultats obtenus dans le cas 
des micromodèles de mouillabilité uniforme. Par exemple, colonne A, ligne 1, l’injection 
d’eau quasi-statique dans la partie hydrophobe correspond à un drainage dont la figure 
d’invasion est identique à celle du micromodèle hydrophobe de mouillabilité uniforme. Et 
dans la partie hydrophile, on constate qu’il y a eu une invasion par front plat comme dans le 
micromodèle hydrophile de mouillabilité uniforme. 
De plus : 
& Si on compare les figures d’invasions de la colonne A  ligne 1 à celle de la colonne B 
ligne 1, les deux invasions commencent par un drainage quasi-statique et finissent par une 
imbibition quasi-statique, et on observe la même figure d’invasion au final.   
& Si on compare les figures d’invasions de la colonne A  ligne 2 à celle de la colonne B 
ligne 2, les deux invasions commencent par une imbibition quasi-statique et finissent par un 
drainage quasi-statique, et on observe la même figure d’invasion au final. 
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Figure 61 : Comparaison des résultats expérimentaux et numériques obtenus dans les micromodèles de 
mouillabilité mixte à bandes parallèles au moment de la percée. Sur les images expérimentales, l’eau est la 
phase rouge, l’air est la phase transparente. Sur les images numériques, la phase claire est la phase 
envahissante et la phase sombre est la phase déplacée. 
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Pour les angles de contact considérés et pour une même géométrie de l’espace des pores, ceci 
confirme que l’invasion d’air dans le milieu hydrophobe et l’invasion d’eau dans le réseau 
hydrophile en régime quasi-statique conduisent à la même figure d’imbibition.  
De même, dans les mêmes conditions, l’invasion d’air dans le milieu hydrophile et l’invasion 
d’eau dans le réseau hydrophobe conduisent à la même figure de drainage. 
& Maintenant si on compare, colonne A, les figures d’invasion obtenues lors de 
l’aspiration quasi –statique et celles obtenues lors de l’évaporation lente, on constate que les 
figures d’invasion sont identiques à ceci près que les amas de liquide piégés lors de 
l’aspiration peuvent  être évaporés lors de l’évaporation. 
& De même si on compare, colonne B, les figures d’invasion obtenues lors de 
l’aspiration quasi –statique et celles obtenues lors de l’évaporation lente, on constate que les 
figures d’invasion sont identiques à ceci près que les amas de liquide piégés lors de 
l’aspiration peuvent  être évaporés lors de l’évaporation.  
On conclut  donc que l’aspiration quasi-statique de l’eau et l’évaporation lente conduisent 
aux même figures d’invasion en ce qui concerne l’amas de liquide principal que le milieu soit 
hydrophobe ou hydrophile (la figure d’invasion est la même dans les deux processus de 
déplacements mais dépend de la mouillabilité du réseau). En revanche lors de l’évaporation, 
les amas de liquides déconnectés du front principal peuvent être  évaporés intégralement ou 
en partie. 
 
La Figure 62 présente les figures d’invasion au moment de la percée pour un micromodèle à 
bandes perpendiculaires. En accord avec les résultats obtenus lors du chapitre 3, lors des 
injections d’eau quasi-statiques, seule la partie hydrophile du réseau est envahie et l’eau 
progresse par un front plat et compact, le téflon est alors intégralement sec. Lors des 
expériences d’évaporation lente et d’aspiration quasi-statique, la région hydrophobe est 
envahie par le même mécanisme d’imbibition et la partie hydrophile reste totalement saturée 
en eau, le fluide envahissant (l’air) étant mouillant dans un réseau hydrophobe et non-
mouillant dans un réseau hydrophile.  
 
 
. 
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Figure 62. Comparaison des résultats expérimentaux et numériques obtenus dans le micromodèle de 
mouillabilité mixte à bandes perpendiculaires au moment de la percée. La bande hydrophobe est la bande 
de droite. Sur les images expérimentales, l’eau est la phase rouge, l’air est la phase transparente. Sur les 
images numériques, la phase claire est la phase envahissante et la phase sombre est la phase déplacée. 
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4.4 Adaptation des algorithmes d’invasion quasi-statique au cas 
des micromodèles de mouillabilité mixte 
Une manière simple d’adapter les algorithmes décrits au chapitre 3 au cas des réseaux de 
mouillabilité mixte est de distinguer aussi invasions de pore et invasions de liens pour simuler 
les processus de type drainage. On attribue alors à chaque pore un potentiel Pcp arbitrairement 
mais de façon à ce qu’il soit toujours plus grand que le plus grand des potentiels de type 
piston dans les liens :  Pcp > max (Pct). Ainsi, si un lien mouillant est envahi par la phase non 
mouillante, alors le pore correspondant sera envahi à l’étape d’après. Il est clair que cette 
invasion en deux étapes n’affecte pas les figures d’invasion. En ce qui concerne l’évaporation, 
cette procédure en deux étapes n’affecte pas non plus le taux d’évaporation si le volume 
associé à l’invasion complète du lien inclut le volume du pore adjacent. Dans le cas des 
réseaux mixtes, nous avons donc à gérer deux hiérarchies de potentiels entre la région où la 
phase envahissante est mouillante et celle où la phase envahissante est non mouillante.   
Dans la région où le fluide envahissant est mouillant, la pression dans le fluide défendant est 
plus grande que la pression dans le fluide envahissant. C’est le contraire dans la région où le 
fluide envahissant est non mouillant. Par convention, nous adoptons : 
 
dic PPP −=          (4.2.1) 
 
où Pi et Pd  sont les pressions respectivement dans le fluide envahissant et dans le fluide 
défendant. 
Avec cette convention, le saut de pression nécessaire pour envahir un lien est négatif dans la 
région où le fluide envahissant est non mouillant et positif dans la région où le fluide 
envahissant est mouillant. Ceci conduit alors à la contrainte : 
 
ctinwctiw PP >            (4.2.2) 
 
où  Pctiw et Pctinw sont respectivement le potentiel d’invasion d’un lien mouillant au fluide 
envahissant et d’un lien non mouillant au fluide envahissant.  
Il suffit alors prendre, pour potentiel d’invasion de lien, dans la région non mouillante du 
fluide envahissant la valeur donnée par (4.2.3) 
 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−=
de
P wctinw
11cos2 θγ         (4.2.3)  
 
et  prendre comme potentiel d’invasion de pore dans la région non mouillante pour le fluide 
envahissant Pcpinw = max (Pc(I1)). Les différents potentiels correspondant aux géométries des 
liens et des pores de nos réseaux sont présentés sur la Figure 63. Avec ces définitions, les 
algorithmes sont identiques à ceux présentés dans le chapitre  3, c’est à dire, à chaque étape de 
l’invasion, l’élément pore ou lien de plus grande valeur est envahi.  
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Figure 63 : Valeurs possibles des potentiels d’invasion liés aux réseaux de mouillabilité mixte. Ces valeurs 
sont calculées en considérant toutes les combinaisons possibles obtenues en utilisant les cinq largeurs de 
liens imposées dans les géométries expérimentales. « piston » fait référence au potentiel de déplacement 
piston dans les liens. 
 
4.5 Comparaisons simulations - expériences 
Les figues d’invasion, obtenues numériquement à la percée sont comparées aux images 
expérimentales sur les Figure 61 et Figure 62. Encore une fois, l’accord  entre l’expérience et 
les simulations n’est pas parfait mais l’impact de la mouillabilité sur les figures d’invasion 
sont bien reproduites. On retrouve les figures d’invasion compactes caractéristiques de 
l’imbibition et  les figures ramifiées de la percolation d’invasion dans les zones où le 
déplacement est de type drainage. 
 
En fait, les modèles capturent les caractéristiques essentielles des déplacements considérés à 
condition de prendre pour valeurs d’angle de contact le couple  (∼120° pour l’eau sur le téflon 
et ∼ 70° pour l’eau sur la résine) et non pas les valeurs d’angle de contact mesurés au LAAS 
(∼110° pour l’eau sur le téflon et ∼ 80° pour l’eau sur la résine).   
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Comme cela est illustré sur la Figure 64, pour le cas de l’injection de l’eau, les figures 
d’invasion sont complètement différentes lorsque l’on impose dans les simulations les valeurs 
mesurées (110°,80°). 
 
 
Figure 64 : Comparaison entre les images d'invasions obtenues par simulation numérique d’injection 
d’eau pour le couple (70°-120°) et pour le couple (80°-110°). Sur les images expérimentales, l’eau est la 
phase rouge, l’air est la phase transparente. Sur les images numériques, la phase claire est la phase 
envahissante et la phase sombre est la phase déplacée. 
 
En particulier, les figures d’invasion sont complètement différentes pour le réseau à bande 
perpendiculaire. On observe une complète inversion de la zone envahie et avec changement 
de la figure d’invasion dans la zone envahie qui passe d’un front plat et compact à un front 
ramifié de type IP. Ces changements sont aussi constatés dans le micromodèle à bandes 
parallèles dont la partie hydrophobe est en bas. Il y a alors des invasions supplémentaires de 
pores et de liens dans l’ensemble du réseau. Par contre, le réseau à bande parallèle dont la 
partie hydrophile est située en bas, n’est pas affecté par le changement des valeurs d’angle de 
contact.  
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4.6 Discussion 
L’ensemble de ces constatations peut être expliqué par le changement de hiérarchie des 
potentiels d’invasion avec l’angle de contact. Ainsi, la sensibilité à l’angle de contact peut être 
comprise en observant la  Figure 63. La clef du problème est la comparaison entre les 
potentiels I3 et I1. Comme on peut le voir sur cette figure, Pctinw > Pc(I3) pour le couple (110°, 
80°) alors que  Pctinw < Pc(I3) pour le couple (120°, 70°).  
Ainsi, comme une configuration de type I3 arrive toujours après une série d’invasion de liens 
qui connectent deux rangées de pores le système privilégie le mécanisme plus favorable 
d’invasion de lien dans la zone hydrophobe pour le couple (110°,80°). En revanche, il n’est 
pas possible de rencontrer ce type de compétition dans le réseau de mouillabilité mixte à 
bandes parallèles et possédant la partie hydrophile en bas car la zone hydrophile est délimitée 
en haut par une rangée de liens hydrophobes ayant un potentiel d’invasion plus faible que 
Pc(I2v). Dans ce cas, la région hydrophile est nécessairement envahie totalement avant que la 
région hydrophobe commence à être envahie. Ceci explique pourquoi cette configuration 
n’est pas affectée par le changement des angles de contact. 
 Nous venons donc d’expliquer que  les figures d’invasion de la  Figure 64 étaient différentes 
en raison de la modification de la hiérarchie des potentiels avec le changement des valeurs du 
couple d’angles de contact. Il nous reste maintenant à examiner si ce changement de 
hiérarchie est un artefact de notre  modèle ou au contraire est physiquement acceptable. 
   
 Deux possibilités s’offrent à nous : 
 
• La première possibilité est d’admettre que les potentiels d’invasion proposés dans le 
Chapitre 3 approximent convenablement les pressions capillaires seuils nécessaires pour 
envahir les éléments, lien ou  pore, du réseau. Dans ce cas, la nécessité de changer les valeurs 
des angles de contact peut se discuter de la façon suivante. Il est connu, voir par exemple [2] 
ou  [3],  que la rugosité de la paroi conduit à un angle de contact apparent différent de celui 
mesuré sur une surface lisse du même matériau. Ainsi, l’angle de contact apparent de l’eau sur 
une surface rugueuse augmente si la surface est hydrophobe et diminue si la surface est 
hydrophile. Le changement de couple de valeur de (110°, 80°) à (120°, 70°) peut donc 
parfaitement s’expliquer par la rugosité des parois qui modifierait l’angle de contact apparent 
des micromodèles. Un autre argument est de dire que la  modification nécessaire de ±10° de 
l’angle de contact pour obtenir des simulations numériques correctes peut être liée à la notion 
d’angle de contact à l’avancée et de recul qui sont différents mais proches de la valeur de 
l’angle de contact à l’équilibre que nous avons en principe mesuré, voir [4] et[5]  (la méthode 
utilisée est toutefois basée sur le dépôt de gouttes et donne quelque chose d’intermédiaire 
entre angles d’avancée et de recul). Pour finir, on peut noter que l’incertitude sur la mesure 
des angles de contact à l’équilibre est de l’ordre de ±10°. Si enfin, on considère que les 
conditions de mouillabilité peuvent être aussi modifiées par contamination des surfaces dans 
la salle de manipulations, le changement d’angles de contact  proposé n’a absolument rien de 
choquant. Ce qui l’est peut-être plus est la sensibilité de la hiérarchie des potentiels d’invasion 
à ce changement. D’où la seconde possibilité.  
 
• L’autre possibilité est de considérer que les  potentiels d’invasion proposés doivent être 
remis en question en raison de leur caractère trop approximatif dans le cas des réseaux de 
mouillabilité mixte :  
Par exemple, dans le cas du drainage quasi-statique, il est communément admis que les 
mécanismes d’invasion sont bien décrits par l’IP. C'est-à-dire qu’à chaque étape de l’invasion,  
le lien de plus grande largeur est envahi avec envahissement concomitant du pore adjacent. 
Cependant, les images expérimentales ont montré l’existence de mécanismes d’invasion de 
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pores lors du drainage quasi-statique. Comme pour  l’imbibition, il conviendrait alors de 
distinguer mécanismes d’envahissement de pores et mécanismes d’envahissement de liens 
avec blocage possible des ménisques à l’entrée des pores. Dans ces conditions,  le modèle 
d’IP devient un modèle trop simpliste pour décrire les lois d’invasions du drainage quasi-
statique.  
Un constat similaire peut être fait à propos de l’imbibition dans les réseaux de mouillabilité 
homogène.  Les figures d’invasion obtenues dans les simulations n’étaient pas strictement 
identiques aux figures expérimentales. 
Même si on ne saurait écarter l’influence des imperfections diverses qui s’introduisent 
inévitablement lors de la fabrication des micromodèles et de la réalisation des expériences, 
ces éléments et en particulier les résultats obtenus avec les réseaux de mouillabilité 
hétérogène invite à une étude plus précise des mécanismes d’invasion.  
4.7 Conclusion du chapitre 4 
Les systèmes de mouillabilité hétérogène méritent d’être étudiés dans la perspective 
d’améliorer la gestion de l’eau dans les piles à combustibles. Ils pourraient permettre par 
exemple de favoriser l’évacuation de l’eau liquide produite via des régions hydrophiles tout 
en maintenant une bonne accessibilité de l’O2  vers la zone active via des régions 
hydrophobes.  
Nous n’avons cependant guère exploré cet aspect amélioration des performances dans ce 
chapitre. En fait les micromodèles de mouillabilité hétérogène nous ont servi principalement 
de tests pour les modèles de réseau de pores. Ils nous ont montré en particulier que la 
hiérarchie des  potentiels d’invasion proposés entre régions hydrophiles et hydrophobes était 
très sensible aux valeurs des angles de contact. Même si la modification des valeurs des 
angles de contact qu’il a été nécessaire d’introduire pour obtenir des résultats en accord avec 
les expériences est tout à fait compatible avec les incertitudes expérimentales,  la sensibilité  
de cette hiérarchie de potentiel aux valeurs des angles de contact invite à l’étude plus précise 
des mécanismes d’invasion présentée dans la partie C de ce mémoire.  
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Partie C : Etude expérimentale et numérique de l’impact 
de la mouillabilité et de la géométrie sur les 
déplacements quasi-statiques dans des milieux fibreux 
modèles 
Introduction 
Les réseaux de canaux (= les réseaux de type rues américaines) sont intéressants comme 
milieux modèles car ce type de réseau a été beaucoup étudié, à la suite des travaux de 
R.Lenormand, [1], au sein du groupe de recherche dans lequel s’est effectué cette thèse. Ceci 
nous a permis en particulier de nous appuyer sur les nombreux résultats acquis concernant les 
déplacements polyphasiques dans ce type de milieu. Cependant, on peut s’interroger sur le 
caractère représentatif de ces milieux, en particulier vis-à-vis des milieux fibreux qui sont 
généralement utilisés dans les GDL  (couches de diffusion) des piles à combustibles. D’une 
manière plus générale, on peut considérer les milieux fibreux comme une classe particulière 
de milieu poreux dont l’intérêt dépasse très largement les piles à combustibles [2].  
Pour ces raisons, nous tentons dans cette partie d’analyser les phénomènes dans des 
géométries plus représentatives des milieux fibreux. On se restreint cependant ici encore à des 
géométries modèles formées par des réseaux de cylindres, encore loin de la complexité réelle 
d’un milieu fibreux aléatoire tridimensionnel, mais qui permettent une bonne introduction aux 
mécanismes de déplacements dans ce type de milieu à forte porosité.    
Le projet initial était, comme pour les réseaux de canaux, d’étudier les déplacements quasi-
statiques et l’évaporation en fonction notamment de l’angle de contact. Cependant, 
l’établissement et la programmation numérique des règles de déplacement se sont avérés plus 
complexe que prévue (cf Annexe A) et finalement nous n’avons pas eu le temps d’étudier 
l’évaporation. Les choses sont toutefois maintenant suffisamment bien avancées pour que 
l’évaporation puisse être étudiée dans un proche avenir dans le même esprit que ce que nous 
avons présenté au chapitre 3 pour les réseaux de canaux.   
Comme pour les réseaux de canaux, nous avons tenté de combiner approches expérimentales 
et numériques sans pouvoir, ici encore, aller aussi loin que ce nous le souhaitions. 
Deux types voisins de milieu fibreux modèle sont considérés dans cette dernière partie de la 
thèse. Ils sont présentés dans les encarts ci-dessous. Le premier est formé par des cylindres de 
même taille disposés aléatoirement.  Dans le second, les cylindres sont disposés aux nœuds 
d’un maillage carré régulier. Le désordre vient dans ce cas du diamètre variable des cylindres 
qui est tiré aléatoirement suivant une loi de probabilité uniforme.  
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Cylindres de même taille disposés aléatoirement 
 
 
Le premier milieu fibreux modèle considéré est  
un réseaux de cylindres de même diamètres mais 
distribués aléatoirement dans l’espace, Figure 65. 
Comme cela a été précisé dans la partie A, la 
distribution spatiale des cylindres est obtenue par 
l’algorithme de Métropolis, voir [3]. Ce type de 
milieu fibreux modèle est facile à fabriquer à la 
fraiseuse de prototypage car les cylindres ont 
tous le même diamètre. Une fois que les centres 
des cylindres ont été donnés par l’algorithme de 
Métropolis, on équipe la fraiseuse de prototypage 
d’une fraise ayant le même diamètre que les 
cylindres. On perce alors une plaque en visant les 
coordonnées (x,y) de chaque centre de cylindre et 
on obtient le négatif du réseau. La profondeur de 
percée de la plaque est égale à la profondeur du 
réseau désiré. Il suffit ensuite de mouler la 
plaque pour obtenir le réseau désiré.  
 
Figure 65 : Image du premier type de réseaux 
de cylindres étudiés 
 
 
Ainsi, pour ce type de milieux fibreux, il nous a été possible de conduire des expériences de 
déplacement quasi-statique qui sont présentées chapitre 5.  
En revanche, la difficulté liée à ce type de structure est la construction du réseau de liens et de 
pores associé. Cette construction est obtenue à partir du diagramme de Voronoi de la structure 
comme cela est présenté chapitre 5, qui regroupe l’ensemble des résultats expérimentaux et 
numériques que nous avons obtenus avec ce type de milieux fibreux. Les travaux sur ces 
milieux fibreux modèles on été réalisés en collaboration avec E.Chane-Kane [4] pour la 
partie numérique.  
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Cylindres de taille aléatoire disposés régulièrement 
 
Le second milieu  fibreux modèle est un réseau de 
cylindre de diamètres variables dont les centres 
sont situés sur les sites d’un réseau carré, Figure 
66. Ici la construction du réseau de liens et de pores 
est aisée puisqu’on considère un réseau de pores 
dont les centres  sont les centres des mailles du 
réseau carré. Ce type de milieu fibreux modèle est 
difficile à fabriquer expérimentalement car, il 
faudrait autant de fraises que de diamètres de 
cylindres. Cependant en collaboration avec 
O.Guillot et N.Mayer, [5], nous avons implémenté  
dans ce réseau de liens et de pores, les règles 
générales proposées dans l’annexe A. Les 
simulations numériques obtenues à partir de ces 
milieux fibreux modèles seront présentées chapitre 
6. Les simulations réalisées nous permettrons de 
discuter de l’impact de la mouillabilité sur les 
règles qui régissent les déplacements quasi-
statiques dans les milieux fibreux et dans les 
milieux poreux en général. 
 
Figure 66 : Image du deuxième type de 
réseau de cylindre étudié 
 
On notera aussi que ces milieux fibreux 2D se prêtent aisément à l’implémentation des 
algorithmes d’évaporation présentés lors du chapitre 3 en raison de structure régulière du 
réseau de pores (à la différence du cas des cylindres répartis aléatoirement qui conduit à un 
réseau de structure aléatoire). 
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Chapitre 5. Etude expérimentale et numérique du drainage 
quasi-statique eau-air dans un milieu fibreux 
bidimensionnel constitué de cylindres de même diamètre 
répartis aléatoirement dans l’espace 
5.1 Introduction 
On s’intéresse dans ce chapitre à l’injection et à l’aspiration quasi-statiques d’eau dans le 
modèle de milieu fibreux bidimensionnel constitué de cylindres de même diamètre distribués 
aléatoirement dans l’espace et ne se recouvrant pas. Le micromodèle physique que nous avons 
réalisé pour les expériences est montré sur la Figure 67. Ce milieu est constitué par du 
silicone RTV3221. L’angle de contact de l’eau sur ce matériau est de l’ordre de 100° (cf. 
Chapitre 1), du moins tant qu’il n’a pas été en contact préalable avec de l’eau (cf. ci-aprés).  
 
 
Figure 67 : Photographie du micromodèle formé par un réseau de cylindres de même diamètre distribués 
aléatoirement 
Pour ce type de milieux, l’approche réseau est développée sur un réseau de liens et de pores 
obtenu à partir du diagramme de Voronoi du système, Figure 68, comme cela est décrit dans 
le paragraphe suivant. Les simulations se bornent au cas du drainage quasi-statique modélisé 
suivant l’algorithme d’IP. 
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Figure 68 : Image du réseau de liens et de pores. Les cercles représentent la phase solide. 
5.2 Construction du réseau de liens et de pores associé au milieu 
fibreux modèle.   
 
Pour construire le réseau de liens et de pores, cf. Figure 68 et pour une vue plus détaillée la 
Figure 69, nous commençons par construire le diagramme de Voronoi du système [1]. Le 
procédé consiste à partitionner l’espace entre régions limitées par des polygones. Chaque 
polygone contient un cercle de sorte que n’importe quel point pris à l’intérieur du polygone 
soit toujours situé plus près du cercle que contient le polygone que n’importe quel autre cercle 
du réseau. Un segment de polygone est toujours constitué par des points qui sont à la même 
distance de deux cercles. Les segments de polygones et leurs sommets sont respectivement 
identifiés comme étant les liens et les centres des pores du réseau. La taille d’un lien est 
définie comme étant le diamètre du plus petit cercle dont le centre est situé sur le lien 
(segment) et qui est tangent aux deux cercles séparés par le lien. Par exemple, si C1(x1,y1) et 
C2(x2,y2) sont deux cercles séparés par un lien, alors la taille l de ce lien est : 
 
( ) ( ) dyyxxl −−+−= 221221         (5.1) 
 
La pression capillaire seuil nécessaire pour envahir le lien est alors donnée par: 
 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
e
P wth
11cos2 lθγ           (5.2) 
 
Où e désigne la profondeur du réseau (e=1mm dans le cas de nos expériences) ; θw est l’angle 
de contact de la phase mouillante. 
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Figure 69 : Réseau de liens et de pores construit à partir du diagramme de Voronoi du milieux fibreux 
modèle de cylindres de même diamètre. Le centre d’un pore est situé au sommet d’un polygone. Le 
sommet d’un polygone est le point de l’espace à égale distance d’au minimum trois cercles. Un pore est 
alors défini comme le cercle issu d’un sommet de polygone et tangent aux cercles situés à égale distance de 
ce sommet. 
 
5.3 Modélisation du drainage quasi-statique 
La modélisation du drainage quasi-statique est effectuée en supposant que l’on peut s’appuyer 
sur les règles classiques d’IP, [2]. La pertinence de cette hypothèse vis à vis de nos 
expériences est discutée plus loin. Comme cela est bien connu (cf Chapitre 3), cet algorithme 
consiste à considérer que l’invasion est contrôlée par les seuils d’invasion des liens. Le lien de 
plus petit seuil d’invasion disponible sur l’interface entre le fluide non-mouillant (fluide 
envahissant) et le fluide mouillant (fluide défendant) est envahi à chaque étape ainsi que le 
pore adjacent occupé par le fluide mouillant. Les liens piégés, c’est à dire appartenant à des 
amas de fluide mouillant complètement entourés de fluide envahissant ne peuvent être 
envahis. Les liens envahissables, c’est à dire les liens de fluide mouillant n’appartenant pas à 
des amas piégés, sont identifiés après chaque invasion à l’aide d’un algorithme de recherche 
en profondeur, [3]. Comme dans les expériences, l’invasion se fait à partir du bord inférieur 
du réseau. Les bords latéraux sont étanches. Le fluide déplacé sort par le bord supérieur du 
réseau.  
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5.4 Résultats expérimentaux 
 
 
Figure 70: (A) Expérience d’injection, (B) expérience d’aspiration, et (C) simulation numérique utilisant 
les règles de l’IP dans un réseau de cylindres de même diamètre mais distribués aléatoirement dans 
l’espace. Pour les expériences la phase envahissante est en blanc. Pour les simulations la phase 
envahissante est en noir. 
Le micromodèle construit pour ces expériences est formé par une distribution de 23×23 
cylindres de 1 mm de diamètre disposés aléatoirement dans un carré de 2.5 cm de coté. Les 
débits d’injection et d’aspiration lors des expériences sont identiques à ceux employés dans 
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les expériences des réseaux de type rues américaines, soit 0.75 ml/h. Pour caractériser les 
déplacements, le nombre capillaire est calculé en supposant que les cylindres sont disposés de 
façon régulière. Ceci conduit à un nombre capillaire égal à Ca ≈ 5 10-7. L’hypothèse de 
déplacement quasi-statique est donc valable pour les expériences réalisées dans ce milieu 
fibreux modèle.  
Les distributions de phase obtenues sont présentées Figure 70. Les Figure 70a et Figure 70b 
montrent les images d’invasion obtenues respectivement lors des expériences d’injection 
d’eau dans le micromodèle vierge et d’aspiration d’eau dans le réseau initialement saturé. Un 
résultat surprenant est obtenu. Les figures d’invasion obtenues lors de l’aspiration et de 
l’injection d’eau sont en effet très similaires. Sur le base des résultats présentés dans la 
chapitre 3 dans le cas des réseaux de canaux, on s’attendait, sachant que le RTV est a priori 
un matériau hydrophobe (cf. Chapitre 1, Partie A), à un déplacement compact dans le cas de 
l’aspiration et à une figure de type IP dans le cas de l’injection d’eau. Ce point est discuté plus 
en détails ci-après une fois la comparaison avec les simulations présentée.  
 
5.5 Comparaison avec les résultats de simulation  
Les simulations réseau basées sur l’algorithme d’IP présentées sur la Figure 70c conduisent à 
un accord satisfaisant avec les figures d’invasion expérimentales. Ceci était attendu dans le 
cas de l’injection d’eau  puisque l’injection d’eau dans un milieu hydrophobe correspond à un 
drainage. La très forte ressemblance des figures d’invasion d’aspiration avec celles issues des 
simulations nous conduit à conclure que ce déplacement est ici encore un drainage, ce qui 
implique que le milieu n’est plus hydrophobe mais est devenu hydrophile. Ce point de vue est 
supporté par les travaux sur la mouillabilité du RTV présenté dans [4]. Ces travaux indiquent 
que le RTV perd son caractère hydrophobe une fois qu’il a été mis en contact avec de l’eau. 
Ainsi dans nos expériences, le milieu était bien hydrophobe pour l’expérience d’injection 
d’eau car le RTV n’avait encore jamais vu d’eau. En revanche, il avait perdu son caractère 
hydrophobe au moment de l’expérience d’aspiration qui s’effectue à partir du réseau saturé 
d’eau.  
Il est évidemment dommage que nous n’ayons été informé des travaux de [4] qu’après la 
fabrication du micromodèle et la réalisation des expériences. Même s’il semble possible de 
rendre au RTV son hydrophobicité, cf. [4], il nous semble plus intéressant d’essayer de 
trouver un autre polymère aux propriétés plus stables (du PDMS par exemple) pour réaliser 
les micromodèles. Ce point constitue une des perspectives de la thèse.  
On peut enfin noter que la comparaison entre les simulations et les expériences n’est pas 
parfaite, même si les figures d’invasion se ressemblent beaucoup (cf. Figure 70 et Figure 71). 
De même, les figures expérimentales d’aspiration et d’injection ne sont pas complètement 
identiques. Même si en ce qui concerne la comparaison avec les résultats numériques il faut 
tenir compte des incertitudes expérimentales inévitables concernant la reproduction exacte du 
réseau numérique de cylindres liées par exemple à la précision de la machine, à la 
déformation du réseau lors de l’assemblage, ces différences sont interprétées comme une 
indication que les mécanismes d’invasion ne correspondent pas strictement à ceux de l’IP. Ce 
point est discuté plus en détail dans le paragraphe suivant.  
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Figure 71 : Superposition de la figure d’invasion expérimentale (cas de l’injection d’eau) et de la figure 
d’invasion numérique (IP) à la percée. 
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5.6 IP et drainage quasi-statique 
Depuis les travaux de Cieplak et Robbins [5], il est connu que l’on passe du régime d’IP au 
déplacement compact de façon rapide au voisinage de la mouillabilité neutre (θ =90°) mais 
pas de façon abrupte. Ce point sera illustré davantage dans le chapitre suivant. En d’autres 
termes, pour des angles de contact « élevés » (pour du drainage) s’approchant de 90° la figure 
d’invasion en drainage n’est plus exactement celle que donne l’algorithme d’IP. Dans notre 
cas, l’angle de contact (avant modification de l’hydrophobicité du RTV) du fluide mouillant 
est de l’ordre de 80°, donc élevé pour du drainage.  
Comme cela est précisé dans le chapitre suivant dans le cas des réseaux de cylindres de 
diamètre variable, il convient de distinguer différents mécanismes d’invasion, cf. Figure 72. 
Ces mécanismes sont : l’éclatement (« burst ») qui intervient lorsque le ménisque ne peut plus 
trouver de position d’équilibre compatible avec la différence de pression existante entre les 
deux fluides, le mécanisme d’interception (« touch ») avec un obstacle lorsque le ménisque au 
cours de sa croissance rencontre un élément de la phase solide et enfin le mécanismes de 
rencontre-coalescence entre deux ménisques qui grossissent à l’intérieur d’un pore. Lorsque 
l’un de ces événements se produit, le pore est envahi. 
 
 
 
Figure 72 : Les mécanismes d’éclatement local (« burst »), d’interception d’un ménisque avec un 
obstacle,(« touch ») et  de rencontres (« overlap ») entre deux ménisques au cours de leur croissance. 
En IP, seul le mécanisme d’éclatement local est considéré. D’après les travaux de [5], on sait 
que les fréquences relatives de ces événements changent quand l’angle de contact augmente. 
Ainsi, pour des angles suffisamment faibles, le mécanisme de « burst » est dominant et le 
drainage quasi-statique est alors bien décrit par l’IP. Au fur et à mesure que l’angle de contact 
augmente les deux autres mécanismes deviennent plus fréquents, ce qui change la figure 
d’invasion. En particulier, le mécanisme de coalescence entre ménisques devient dominant en 
imbibition (angles supérieurs à 90° dans la phase déplacée).  C’est ce qui explique le 
changement drastique de la figure d’invasion qui devient compacte. 
 
Pour expliquer les différences observées entre les simulations et les expériences, il est donc 
intéressant de tenter d’estimer la part de chaque mécanisme élémentaire d’invasion dans le cas 
des expériences, étant donné que dans la simulation seul le mécanisme de « burst »  est pris en 
compte via les règles d’IP.  
 
Faute de temps, ce travail n’a pu être effectué complètement. Seuls les mécanismes de 
« burst » et d’interception par un cylindre sont considérés.  A partir des figures d’invasion, 
pour chaque pore envahi : 
i. On identifie les cylindres qui le constituent.  
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ii. On identifie et on calcule les caractéristiques (milieu et largeur) des 
liens connectés au pore.  
On se place dans le cas de l’injection d’eau. Le réseau de cylindres est fait de RTV 3221. 
Donc en accord avec les mesures d’angle de contact effectuées au LAAS, on attribue au fluide 
déplacé un angle de contact égal à 78°. Puis pour chaque pore sélectionné, et pour chaque lien 
qui lui est connecté : 
iii.  On calcule les caractéristiques du ménisque au moment de 
l’éclatement comme si le fluide envahissait par ce lien. 
iv.  On fait des calculs pour savoir si le ménisque intercepte un cylindre 
avant d’éclater ou si il éclate librement.  
 
Au final 1182 situations d’invasions on été testées. L’étude montre que dans 84% des 
situations, le ménisque éclate avant d’intercepter un cylindre. Les 16% d’envahissement par 
contact avec un cylindre contribuent à expliquer les légères différences observées entre les 
résultats numériques (qui ne prend pas en compte l’événement d’interception par un cylindre) 
et expérimentaux. Toutefois, les résultats du chapitre suivant indiquent qu’il est crucial de 
prendre en compte les mécanismes de coalescence entre ménisques pour vraiment juger du 
domaine de validité du modèle d’IP.    
5.7 Conclusion du chapitre 5 
Dans ce chapitre, nous avons abordé l’étude des déplacements quasi-statiques de deux fluides 
non miscibles dans une géométrie plus représentative des milieux fibreux que les réseaux de 
canaux considérés dans la partie B. On peut regretter le choix malheureux du RTV comme 
matériau constitutif du micromodèle. Ce matériau perd son hydrophobie une fois mis en 
contact avec l’eau. Ceci nous a empêché de confirmer expérimentalement pour la géométrie 
considérée la transition de figure d’invasion, d’une figure fractale de type IP à une figure 
compacte à front lisse, lorsque on passe d’une situation de drainage à une situation 
d’imbibition. Nos résultats confirment néanmoins que l’injection d’eau quasi-statique dans un 
milieu hydrophobe peut être modélisée à l’aide de l’algorithme d’IP jusqu’à des angles de 
contact voisins de 80°. Les légères différences entre résultats numériques basés sur l’IP et 
résultats expérimentaux sont expliquées par l’influence de mécanismes d’invasion 
élémentaires de type interception par un cylindre et coalescence entre ménisques non pris en 
compte dans le modèle d’IP. Ce point est illustré et confirmé plus en détail dans le chapitre 
suivant.   
 
On peut noter également que la porosité du milieu fibreux modèle considéré dans ce chapitre 
est faible pour un milieu fibreux. Celle-ci peut être estimé par : 
 
2
2
4
1
L
DNπε −=        (5.3) 
 
où N, D et L sont respectivement le nombre de cylindres, le diamètre des cylindre(1mm) et la 
taille du micromodèle (25mm). Nous obtenons une valeur de 0.33  
Il aurait été intéressant d’effectuer des expériences dans des microstructures de porosité plus 
élevées. Ceci pose cependant quelques problèmes. En fait, les dimensions retenues nous ont 
été imposées par les contraintes de fabrication et de simulation suivantes: 
) Pour que les invasions expérimentales puissent être comparables aux résultats 
numériques, il fallait que la profondeur du réseau soit plus grande que la taille du plus 
gros pore afin que les invasions soient gouvernées par le rayon de courbure du fluide dans 
le plan horizontal. Les invasions étant gouvernées par la courbure dans le plan on se 
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rapprochait alors d’une invasion bidimensionnelle telle qu’elle était simulée par les 
modèles. 
) De façon à ce que les invasions soient gouvernées uniquement par la capillarité,  il fallait 
que la profondeur du réseau soit inférieure à la longueur capillaire de l’eau (qui est de 
l’ordre de 2.5 mm). Nous avons imposé une profondeur de 1mm.  
Enfin nous ne sommes pas parvenu à faire de cylindres dont le diamètre étaient inférieur à la 
profondeur du réseau car sinon lors du moulage les cylindres s’arrachaient et restaient dans le 
moule. 
 
Améliorer la conception et la fabrication de ce type de micromodèle constitue donc une 
perspective à ce travail. La mouillabilité doit être mieux maîtrisée, il vaut donc mieux éviter le 
RTV, et les dimensions des cylindres réduites de façon à réaliser des systèmes à plus grandes 
porosités tout en faisant en sorte que l’invasion soit contrôlée dans la limite quasi-statique 
uniquement par la capillarité.   
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Chapitre 6.  Etude numérique de l’influence de la 
mouillabilité du réseau sur les déplacements quasi-
statiques. 
6.1 Introduction 
Dans ce chapitre, on étudie plus en détail la transition entre le régime d’IP et le régime 
compact lorsque l’angle de contact augmente et franchit la valeur 90° marquant le passage du 
drainage à l’imbibition. Le modèle de poreux étudié est semblable à ceux considérés par 
Cieplak et Robbins, [1] et constitue pour nous un milieu fibreux modèle (réseau de cylindres 
de taille aléatoire disposés sur une grille carrée). A la différence de [1], le modèle est basé sur 
la considération d’un déplacement à débit imposé (et non à pression imposée), ce qui est 
nécessaire dans la perspective de modéliser l’évaporation, et on prend en compte de possibles 
parois latérales (plutôt que des conditions de périodicité spatiale) de façon à se rapprocher 
d’une situation réalisable expérimentalement. Enfin, l’invasion est gérée de façon similaire à 
ce qui a été fait pour le cas des réseaux carrés de canaux (cf. Chapitre 3), c’est à dire en 
considérant les différents mécanismes d’invasion de pores I1, I2 et I3, de façon à établir un 
lien avec le cas des réseaux de canaux.  
 
6.2 Milieu fibreux modèle 
Le milieu fibreux modèle considéré dans ce chapitre a été présenté dans l’introduction à cette 
partie de la thèse. Il est schématisé sur la figure ci-dessous. 
 
Figure 73 : Le milieu poreux modèle considéré dans ce chapitre. Des cylindres dont la taille est tirée 
aléatoirement entre deux bornes suivant une loi de probabilité uniforme sont disposés sur un maillage 
carré. 
Les centres des cylindres sont situés sur les sites d’un réseau carré,Figure 73. On fait 
correspondre un réseau de pores à ce réseau de cylindres. Les pores sont définis comme étant 
les mailles du réseau carré, cf. Figure 74. 
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Figure 74 : Pore générique d'un réseau de cylindres disposés régulièrement et de diamètre variable 
6.3  Algorithme d’invasion 
L’algorithme d’invasion est similaire à ceux présentés dans la partie B et se présente de la 
façon suivante : 
1. Chaque pore interfacial (c’est à dire voisin d’au moins un ménisque) saturé par la 
phase envahie et non piégé est sélectionné. On forme alors une liste de pores à 
envahir. 
2. Pour chaque pore interfacial, on calcule la pression capillaire seuil nécessaire à son 
invasion. Les pressions capillaires seuil sont calculées selon l’expression suivante : 
 ( )
eR
IP E
c
c θ
γ
cos211 +±=           (6.1) 
 
où γ est la tension de surface, θE est l’angle de contact mesuré dans la phase envahie, e est la 
profondeur du réseau et Rc est le rayon de courbure principal du ménisque dans le plan du 
réseau. L’expression du rayon de courbure Rc dépend du mécanisme d’invasion de pore 
comme cela est discuté ci-après.   
3. Le pore interfacial de potentiel (= pression capillaire seuil) le plus favorable est 
envahi. 
4.  Si on vient d’atteindre la percée, on s’arrête, sinon, on retourne à l’étape 1). La percée 
est atteinte dès que l’on atteint la ligne du haut, en étant parti de la ligne du bas.  
 
Cinq différences sont à noter ici par rapport aux simulations effectuées dans les réseaux de 
types rues américaines : 
1. Tout à bord, le nom du mécanisme d’invasion est attribué en fonction du nombre de 
ménisques de fluide envahissant à considérer. Ainsi le mécanisme d’invasion In  
signifie que l’on considère l’invasion d’un pore envahi par n ménisques, Figure 75. 
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Figure 75 Procédure d'identification du mécanisme d’invasion d’un pore pour les réseaux de cylindres 
régulièrement répartis et de diamètres variables 
2. L’angle de contact pris pour référence est l’angle de contact mesuré dans la phase 
envahie et sera appelé θE,. En d’autres termes : 
a. Si ⎢⎣
⎡⎢⎣
⎡∈
2
;0 πθE , alors le fluide envahissant est non mouillant. On est donc en 
drainage. 
b. Si ⎥⎦
⎤⎥⎦
⎤∈ ππθ ;
2E
, alors le fluide envahissant est mouillant. On est en imbibition. 
 
 
Figure 76 : Convention prise pour l'angle de contact 
 
3. Par convention, si la courbure du ménisque est «dans le sens du déplacement », alors 
le rayon de courbure est positif : 
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Figure 77 : Convention de signe pour le rayon de courbure 
Selon cette convention, le pore de plus petit potentiel est envahi préférentiellement. 
 
4. Par rapport aux calculs des potentiels d’invasion de pores des réseaux de types rues 
américaines, une amélioration importante a été apportée dans les réseaux de cylindres. 
Nous avons développé, Figure 78, un modèle de progression du ménisque entre deux 
cylindres qui permet de déterminer, lors de l’invasion d’un pore, la position du centre 
de courbure et le rayon de courbure  du (des) ménisque(s) lorsque : 
a. Un ménisque envahissant un pore éclate. On appelle cet évènement « burst ». 
b. Un ménisque envahissant un pore intercepte un cylindre. On appelle cet 
évènement «Interception ». 
c. Deux ménisques qui progressent dans un pore entrent en contact sur une 
surface commune. On appelle cet évènement «overlap». 
d. Deux ménisques qui progressent dans un pore entrent en contact dans l’espace 
du pore et sont tangents. On appelle cet évènement «overlap». 
 
 
Figure 78 : Illustration des différents évènements pouvant être déterminés grâce au modèle de progression 
du ménisque ou des ménisques. 
Ainsi, on espère pouvoir déterminer plus précisément l’évènement qui conduit à l’invasion du 
pore. Pour un pore interfacial donné, le principe de la simulation est de déterminer 
l’événement qui se produit en premier parmi les trois types d’événement  possibles : « burst », 
interception ou « overlap » lors de la progression du ou des ménisques entrant dans le pore, 
c’est à dire l’événement de plus petit potentiel (= pression capillaire seuil). 
Le modèle de progression du ménisque entre deux surfaces ainsi que les problèmes 
d’interception et d’overlap sont présentés dans l’annexe A. Pour les trois premiers 
évènements (a, b et c sur la Figure 78) que nous venons de décrire, le potentiel d’invasion est 
obtenu analytiquement. Pour le dernier événement (Figure 78d), le potentiel d’invasion 
associé est déterminé via une procédure itérative.  
 95
 
Un des résultats importants de l’annexe A, est qu’il est possible de décrire l’évolution d’un 
ménisque indépendamment de la nature géométrique (cercle ou droite) et de la mouillabilité 
des surfaces entre lesquelles progresse le ménisque, Figure 79, car les équations 
mathématiques traduisant l’évolution du ménisque sont toutes de la même forme. 
L’information concernant la mouillabilité, la nature géométrique et l’orientation des surfaces 
est contenue dans le calcul des coefficients et des constantes de ces équations comme cela est 
présenté dans l’annexe A.   
 
Figure 79 : Exemples d’évolution d'un ménisque entre deux surfaces (cercle ou droite) pour différentes 
valeurs de l’angle de contact. 
Ainsi nous avons développé un seul code d’invasion pour lequel l’angle de contact est un 
paramètre. Pour simuler un drainage quasi-statique, il suffit d’imposer une valeur comprise 
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entre 0 et π/2 et une valeur comprise entre π/2 et π si nous voulons simuler une imbibition 
quasi-statique. 
6.4 Les différents mécanismes élémentaires d’invasion de pores 
Nous présentons ici de manière plus détaillée les différents évènements qui sont pris en 
compte lors de l’invasion et la façon dont ils sont sélectionnés. L’évènement reconnu comme 
responsable de l’invasion du pore considéré est celui qui se produit chronologiquement en 
premier. Pour l’événement incriminé, il est possible de déterminer le rayon de courbure du 
(des) ménisques correspondant. C’est ce rayon de courbure qui est choisit pour calculer le 
potentiel d’invasion du pore. Le calcul du rayon de courbure, se fait soit de façon analytique 
soit par une procédure itérative. Voir l’annexe A, pour plus de détails concernant ces calculs. 
 
6.4.1 Mécanisme I1 
Lors de ce mécanisme d’invasion, cf Figure 80, un seul ménisque entre dans le pore.  Deux 
évènements peuvent alors conduire à l’invasion du pore : 
) Soit le ménisque éclate lors de sa progression entre deux cylindres. 
) Soit le ménisque intercepte un des cylindres constituant le pore. 
L’évènement retenu est l’évènement qui se produit chronologiquement en premier 
 
 
Figure 80 : Mécanismes possibles pour une invasion de type I1 dans les réseaux de cylindres régulièrement 
répartis et de diamètres variables. 
6.4.2 Mécanisme I2V 
Lors de ce mécanisme d’invasion, deux ménisques sont présents à la frontière du pore. Ces 
deux ménisques progressent sur un cylindre commun. Ainsi, nous supposons que les 
évènements possibles d’invasion du pore sont, cf Figure 81,: 
) Soit un des deux ménisques éclate lors de sa progression entre deux cylindres. 
) Soit un des deux ménisques intercepte un cylindre (situation d’interception non 
représentée sur la Figure 81) 
) Soit les deux ménisques entrent en contact dans l’espace du pore et sont tangents. 
) Soit les deux ménisques entrent en contact sur le cylindre en commun. 
L’évènement retenu est l’évènement qui se produit chronologiquement en premier 
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Figure 81 : Gestion du cas I2V dans les réseaux de cylindres régulièrement répartis et de diamètres 
variables. Le mécanisme d’interception par un cylindre n’est pas représenté. 
6.4.3 Mécanisme I2F 
Lors de ce mécanisme d’invasion, deux ménisques sont présents à la frontière du pore. Ces 
deux ménisques progressent en étant face à face. Ainsi, nous supposons que les évènements 
responsables de l’invasion du pore sont , cf Figure 82: 
) Soit un des deux ménisques éclate lors de sa progression entre deux cylindres. 
) Soit les deux ménisques entrent en contact dans l’espace du pore et sont tangents. 
L’évènement retenu est l’évènement qui se produit chronologiquement en premier 
 
 
Figure 82 : Gestion du cas I2F dans les réseaux de cylindres régulièrement répartis et de diamètres 
variables. 
 
6.4.4 Mécanisme I3 
Lors de ce mécanisme d’invasion, trois ménisques sont présents à la frontière du pore et nous 
supposons que les évènements responsables de l’invasion du pore sont, cf.Figure 83: 
) Soit un des trois ménisques éclate lors de sa progression entre deux cylindres. 
) Soit un des trois ménisques intercepte un cylindre constituant le pore. 
) Soit deux des trois ménisques entrent en contact sur un cylindre commun 
) Soit deux trois ménisques entre en contact dans l’espace du pore et sont tangents. 
L’évènement retenu est l’évènement qui se produit chronologiquement en premier 
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Figure 83 : Gestion du cas I3 dans les réseaux de cylindres régulièrement répartis et de diamètres 
variables. 
Au final, la gestion des ces quatre mécanismes d’invasion est effectuée au sein du code de 
calcul par un unique module dont le fonctionnement est synthétisé sur l’organigramme 
suivant :  
 
Figure 84 : Arbre de décision pour la gestion des mécanismes d'invasion d'un réseau de cylindres 
régulièrement répartis et de diamètres variables. 
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6.5 Résultats et discussion 
A l’aide du code mis au point, nous étudions ici l’impact de la mouillabilité du réseau sur les 
figures d’invasion quasi-statiques. Pour une réalisation d’un réseau de 14 ×  20 cylindres, les 
simulations numériques sont effectuées pour des angles de contact croissant en balayant la 
plage [20°,90[∪]90°,160°[. 
 
La Figure 85 montre les figures d’invasions obtenues à la percée pour la gamme d’angle de 
contact balayée. La Figure 85A représente les figures d’invasion obtenues par un large 
balayage de l’intervalle  [20°,90[∪]90°,160°[. Lorsque θE  ∈ [20°,90[, la phase envahissante 
est non mouillante et l’invasion simulée est un drainage quasi-statique. Lorsque θE 
∈]90°,160°[, la phase envahissante est mouillante et l’invasion simulée est une imbibition 
quasi-statique 
La Figure 85B représente les figures d’invasion obtenues pour un balayage plus détaillé de 
l’intervalle [80,90°[∪]90°,100°[ qui correspond notamment à l’intervalle d’angle de contact 
représentatif des expériences effectuées dans les réseaux de types rues américaines.  
 
 
Figure 85 : Comparaison des images d'invasion obtenues à la percée pour différents angles de contact. 
L’angle de contact θE  est l’angle de contact pris dans la phase envahie. 
 
On peut noter tout d’abord que pour les grandes valeurs de θE on retrouve les figures 
d’invasions compactes et par front plat observées pour l’imbibition dans les réseaux de type 
rues américaines  
 
De plus, l’observation des images de la Figure 85A montre que : 
) Les figures d’invasions obtenues à la percée pour des valeurs d’angles de contact allant de 
20° à 40° ne sont pas affectées par le changement de valeur de l’angle de contact.  
) En revanche, on constate que les figures d’invasion obtenues à la percée pour les valeurs 
θE=60° et θE=40° sont différentes mais restent de type digitation capillaire. On peut donc 
suspecter un changement dans les mécanismes d’invasion de pore pour une valeur de θE 
comprise entre 40° et 60°.  
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) Les figures d’invasions obtenues à la percée,  pour des valeurs d’angles de contact allant 
de 120° à 160° ne sont pas affectées par le changement de valeur de l’angle de contact.  
) En revanche, on constate que les figures d’invasion obtenues à la percée pour les valeurs 
θE=100° et θE=120° sont différentes. On peut donc suspecter un changement des 
mécanismes d’invasion de pore pour une valeur de θE comprise entre 100° et 120°. 
 
) Comme attendu, le changement de figures d’invasion le plus remarquable se produit dans 
la gamme comprise entre 80° et 100° , cf Figure 85B. On s’attend donc à une évolution 
marquée des mécanismes d’invasion dans cette gamme d’angles de contact. 
 
Tout ceci est confirmé par la Figure 86 qui représente l’évolution de la fréquence relative de 
chaque type principal de mécanisme d’invasion de pore en fonction de l’angle de contact pour 
les simulations effectuées.  
 
 
Eθ  
 
Figure 86 : Influence de l’angle de contact sur la fréquence relative des mécanismes d'invasion de pores au 
cours de l’invasion quasi-statique d’un réseau de cylindre. La répartition est effectuée suivant trois 
mécanismes principaux d'invasion: burst, overlap et interceptions. 
 
Sur cette figure, on voit tout d’abord que les mécanismes d’invasion par interception de 
surface représentent un mécanisme minoritaire dont la fréquence évolue peu avec l’angle de 
contact. Ce pourcentage n’excède pas 10% quelque soit la valeur de l’angle de contact 
considérée. Ceci est consistant avec la géométrie des réseaux de cylindres dont les centres 
disposés sur un réseau carré ne favorise pas les interceptions de surface par les ménisques.  
Les changements les plus spectaculaires concernent donc les mécanismes de « burst » et d’« 
overlaps ». Ces derniers sont absents pour un angle inférieur à environ 40°. Le mécanisme 
contrôlant l’invasion set le mécanisme de burst, ce qui correspond au domaine de validité de 
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l’IP. En revanche, pour un angle supérieur à 120°, ceux sont les mécanismes d’overlap qui 
dominent et on est donc dans le domaine où le déplacement est compact.  
Comme le montre la Figure 85B, le changement de régime s’effectue sur une plage 
relativement étroite entre 80° et 100°, plage qui d’après la Figure 86 corresponds bien à la 
transition entre régime à bursts dominants et régime à overlaps dominants.  
 
Ces éléments éclairent donc l’influence de l’angle de contact sur la figure d’invasion et 
invitent à conclure que dans le cas des réseaux de canaux du chapitre 3, étant donnés les 
angles de contact considérés proche de 80° dans le cas du drainage, l’algorithme d’IP n’est 
plus strictement valable, en accord avec nos conclusions du chapitre 4.  
6.6 Conclusion du chapitre 6 
Dans ce chapitre, nous avons étudié plus en détail la transition de la figure d’invasion au 
voisinage de la mouillabilité neutre ( °= 90Eθ ) en suivant une approche de simulation 
numérique voisine de celle proposée dans [1]. Ces résultats indiquent que l’IP ne représente 
un modèle tout à fait satisfaisant du drainage quasi-statique que pour des angles de contact 
modérés, au plus de l’ordre de 40° dans nos simulations. Même si le modèle d’IP constitue 
une approximation de bonne qualité jusqu’à des angles de l’ordre de 80°, les résultats 
présentés dans ce chapitre montrent qu’une modélisation plus précise du drainage pour les 
angles de contact élevés, c’est à dire approchant ou dépassant 80°, exige de considérer 
également les mécanismes d’overlaps en plus des mécanismes de bursts, ces derniers étant les 
seuls pris en compte dans le modèle d’IP.  
Les résultats présentés dans ce chapitre confortent l’analyse présentée au chapitre 4 pour 
expliquer la sensibilité à l’angle de contact des simulations des déplacements dans les milieux 
de mouillabilité hétérogène. Pour être complètement convaincant, il resterait à reprendre les 
simulations des systèmes de mouillabilité hétérogène du chapitre 4 en prenant en compte 
l’ensemble des mécanismes d’invasion comme cela a été fait dans ce chapitre (on rappelle que 
seuls les bursts sont considérés pour le drainage dans les simulations du chapitre 4). Ceci est 
tout à fait possible pour les réseaux de canaux en se servant des résultats présentés dans 
l’annexe A pour ce type de géométrie. Faute de temps, nous n’avons pas pu implémenter 
numériquement les règles d’invasion proposées pour les réseaux de canaux dans l’annexe A et 
donc a fortiori réaliser ces simulations. Ceci représente une perspective immédiate au présent 
travail.  
Une autre perspective à court terme est de simuler l’évaporation dans le type de milieu fibreux 
considéré dans ce chapitre afin d’étudier l’impact de l’angle de contact sur les temps de 
séchage dans le même esprit que pour les réseaux de canaux (chapitre 3) mais de façon plus 
précise et plus détaillée, notamment dans la zone de transition entre figure d’invasion fractale 
et figure compacte.  
Références du chapitre 6 
[1] M. Cieplak, M.O. Robbins,1990, Influence of contact angle on quasistatic fluid invasion 
of porous media,Physical Review B, Vol 41, pp 508-521.  
[2] O. Guillot, N. Mayer, Modèle d’invasion quasi-statique dans un modèle fibreux en 2D, 
rapport de stage de 4ième année INSA, 2006. 
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 
 
 Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude de déplacements quasi-
statiques eau-air dans des milieux poreux modèles en relation avec le problème de la gestion 
de l’eau dans les piles à combustibles de type PEMFC. Une des questions de base dans ce 
problème est d’évaluer l’impact des propriétés de mouillabilité des milieux utilisés dans les 
couches dites de diffusion (GDL) de ces piles, étant donné qu’il est largement admis qu’il est 
plus favorable d’utiliser des milieux hydrophobes. Par ailleurs, ces milieux sont très souvent 
des milieux fibreux. Ceci a fixé les objectifs de la thèse : étudier l’impact de la mouillabilité 
sur les déplacements, aller vers  l’étude des milieux fibreux.  
  Pour ce faire, nous avons combiné approches expérimentales mettant en jeu des  
réseaux usinés et approches numériques de simulation sur réseau de pores. Ceci nous a 
conduit notamment à mettre au point une méthode de fabrication des réseaux de canaux par 
fraisage en utilisant une machine de prototypage. On obtient ainsi des réseaux d’au moins 
aussi bonne qualité (précision des dimensions des canaux, état des surfaces) qu’avec la 
technique de gravure utilisée auparavant dans l’équipe. Cela nous a permis en particulier de 
réaliser des réseaux en Téflon, c'est-à-dire de même propriété de mouillabilité que les milieux 
utilisés dans les GDL.  A l’aide de cette technique par fraisage, nous avons pu également  
fabriquer des réseaux de mouillabilité hétérogène  ainsi que des réseaux de cylindres, ce qui a 
permis d’étudier une géométrie plus représentative des  milieux fibreux.   
 
 Deux types de déplacements quasi-statiques ont été étudiés. Le premier est purement 
mécanique et induit par l’injection lente ou l’aspiration lente du liquide (drainage ou 
imbibition). Le deuxième est dû à un changement de liquide - vapeur induit par transfert de 
masse en absence de variation significative de la température (évaporation).  Un premier 
résultat intéressant émergeant de notre étude est que dans la limite quasi-statique ces deux 
types de déplacement, bien que fondamentalement différent,  conduisent aux mêmes figures 
d’invasion. Pour être plus précis, l’évaporation dans un milieu hydrophile conduit à la même 
figure d’invasion que le drainage et dans un milieu hydrophobe à une figure d’imbibition. La 
seule mais importante différence apportée par l’évaporation est l’envahissement secondaire 
des amas de liquide piégés, phénomène qui ne peut se produire dans un déplacement 
mécanique quasi-statique (la pression est uniforme à la frontière d’un amas piégé). Ceci était 
connu dans le cas des milieux hydrophiles mais restait à vérifier dans le cas des milieux 
hydrophobes.  La raison fondamentale de cette analogie est que l’invasion pour les deux types 
de déplacement est contrôlée par la hiérarchie identique des seuils d’invasion capillaire qui est 
uniquement liée à la géométrie du réseau et à ses propriétés de mouillabilité.  
 Un autre résultat majeur confirmé par notre étude est que la figure d’imbibition est 
complètement différente de la figure de drainage. En accord avec des résultats de simulation 
précédents1, on passe assez brusquement pour des valeurs d’angle de contact proches de 90° 
d’une figure fractale caractéristique de la percolation d’invasion (drainage) à un déplacement 
compact (imbibition). Nous le confirmons ici expérimentalement.  
  
 D’un point de vue théorique, nous avons analysé les règles d’invasion de façon à 
pouvoir simuler les situations étudiées sur des réseaux de pores. Ceci s’est fait en deux temps. 
Des règles ont été tout d’abord proposées en faisant l’hypothèse classique que le drainage 
pouvait être simulé à l’aide de l’algorithme de percolation d’invasion (IP), même pour les 
angles de contact « élevés » (∼ 80°) caractéristiques de nos réseaux. Ceci a conduit à des 
                                                 
1 M.Cieplak, M.O.Robbins, Phys. Rev. B.  41, 16, 11508 (1990) 
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résultats satisfaisants dans les milieux de mouillabilité homogène avec un bon accord entre 
résultats expérimentaux et de simulations. De plus, nous avons conduit une étude statistique 
originale de l’évaporation à partir des simulations sur réseau de pores, qui a permis de 
préciser quantitativement  l’impact de la mouillabilité (le séchage est plus rapide avec un 
milieu hydrophile), de caractériser les fluctuations du temps de séchage liées aux fluctuations 
spatiales de la figure d’IP dans le cas hydrophile et de renseigner l’influence de la taille du 
réseau.  Nous avons également obtenu un bon accord entre simulations et expériences dans les 
cas des réseaux de mouillabilité hétérogène à condition toutefois de modifier légèrement les 
valeurs des angles de contact (une variation de 10° s’est montrée suffisante). Même si une 
telle variation n’a rien de choquante, compte tenu des toujours possibles imperfections 
expérimentales de toute nature, la sensibilité de la hiérarchie des potentiels d’invasion 
proposés aux valeurs des angles de contact nous a conduit à étudier plus finement les règles 
d’invasion locale. Faute de temps, les nouvelles règles n’ont pu être implémentées dans les 
modèles de réseau de pores pour le cas des réseaux de canaux. Ceci constitue une perspective 
immédiate à ce travail.  
 L’intérêt d’élaborer des règles d’invasion locales précises a été illustré par l’étude sur 
les réseaux de cylindres qui montre bien le passage du scénario d’IP au déplacement 
compacte lorsque l’angle de contact augmente. Ce modèle de réseau de cylindres constitue 
une première étape pour l’étude des milieux fibreux. Dans le cas des réseaux de cylindres, 
nous n’avons modélisé que les déplacements mécaniques. Une autre perspective immédiate à 
ce travail est d’étudier l’évaporation sur ces systèmes en utilisant une approche similaire à 
celle utilisée pour la simulation de l’évaporation dans les réseaux de canaux.  
  
 Concernant l’application PEMFC, on peut noter les points suivants. Si l’invasion de 
l’eau de la GDL se fait sous forme liquide depuis la zone active, nos résultats confirment qu’il 
est avantageux d’utiliser un milieu hydrophobe. En effet, la figure d’invasion est de type IP, 
ce qui permet de laisser de larges zones non envahies au sein du milieu  à la percée de l’eau 
dans les canaux des plaques bipolaires. Ceci permet, à la différence du front compact 
caractéristique des milieux hydrophiles, de maintenir une bonne accessibilité de la phase 
gazeuse à la zone active tout en évacuant l’eau produite. On peut cependant noter qu’en cas de 
noyage complet de la GDL, le séchage est toutefois plus lent avec un milieu hydrophobe 
qu’avec un milieu hydrophile. Compte tenu des différences sur les temps de séchage moyens 
entre les deux milieux que nous avons calculées, de l’ordre de 20%, cet inconvénient ne  
remet pas à cause l’intérêt d’utiliser une GDL hydrophobe. Pour satisfaire au mieux les 
contraintes d’évacuation de l’eau et d’accessibilité des gaz, les systèmes de mouillabilité 
hétérogène paraissent une voie intéressante. Une perspective à ce travail est donc d’essayer de 
déterminer par simulations numériques des distributions optimales de zones hydrophiles et de 
zones hydrophobes (recherche du meilleur compromis  entre la perméabilité relative à l’eau et 
le coefficient de diffusion effectif de l’O2).    
 
 Enfin, il est à noter que nous nous sommes limités à des systèmes dans lesquels les 
effets des films de fluide mouillant pouvaient être négligés. Une étude plus complète nécessite 
d’explorer également les situations où l’effet des films est important. Une autre restriction 
importante de notre étude est la nature bidimensionnelle des systèmes étudiés. Si il n’est pas 
difficile d’étendre nos résultats aux systèmes tridimensionnels lorsque le déplacement est 
compact, il en va différemment dans le cas des déplacements fractals en raison des 
possibilités de connexion de la phase déplacée ou de la structure solide (milieu fibreux) par la 
troisième dimension. Il conviendrait donc dans ce cas d’effectuer l’étude en 3D.  Ceci ouvre 
de nombreuses perspectives, notamment dans le cas des milieux fibreux, leur microstructure 
étant plus complexe que les simples réseaux de cylindres considérés dans notre étude.  
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ANNEXE A : Modélisation de la progression d’un ménisque 
entre deux surfaces. Application à la détermination des lois 
d’invasion à l’échelle du pore 
1 Introduction  
L’objectif de cette annexe est de proposer une analyse de  la progression d’un ménisque entre 
deux surfaces qui permettant de déterminer la chronologie des évènements qui conduisent à 
l’invasion du pore  et les potentiels d’invasion associés: 
 
 
Figure 87 : Exemple de la progression d'un ménisque entre deux surfaces. 
 
On se place dans le repère de l’espace orthonormé (w,x,y,z) et  on suppose que le ménisque 
progresse entre des surfaces invariantes par translation d’axe (wz) et possédant le même plan 
de symétrie en z=0.  
 
Dans le plan de symétrie (w,x,y) choisi pour plan d’étude : 
& Chaque surface est délimitée par une courbe de la forme : 
 ( ) 0222, 22 =+++++= FEyDxCyBxyAxyxf  
 
Si (A,B,C)=(0,0,0), il s’agit d’une droite.  
Si (A,B,C)≠(0,0,0),il s’agit d’une courbe du second degré (conique). 
 
Dans cette annexe nous nous intéresserons au cas de surfaces représentées par des cercles et 
des segments de droites mais les méthodes proposées peuvent s’appliquer à tout type de 
surfaces définies par une équation du second degré. 
Afin de modéliser la progression du ménisque entre deux surfaces, nous fixons deux règles 
d’avancée d’un ménisque sur une surface : 
& En vertu de la loi d’avance n°= 1, le ménisque est assimilé à un cercle C0 de rayon R et 
de centre de courbure (X0,Y0) défini par l’équation : 
 108
 
( ) ( ) 22020 Ryyxx =−+−  
 
 
 
& En vertu de la loi d’avance n°=2, lorsqu’un ménisque progresse entre deux surfaces, le 
cercle représentant le ménisque est sécant à chacune des deux surfaces. Au point 
d’intersection du cercle avec une surface, la tangente au cercle forme avec la tangente à la 
surface un angle égal à l’angle de contact à l’équilibre  θE.  
 
& L’angle de contact est par définition l’angle de contact mesuré dans la phase envahie 
et sera appelé θE,. En d’autres termes : 
o Si ⎢⎣
⎡⎢⎣
⎡∈
2
;0 πθE , alors le fluide envahissant est non mouillant. 
o Si ⎥⎦
⎤⎥⎦
⎤∈ ππθ ;
2E
, alors le fluide envahissant est mouillant. 
 
 
Figure 88 : Convention prise pour l'angle de contact 
 
La trajectoire du ménisque caractérisant les coordonnées du centre de courbure (x0,y0) est telle 
que la distance du centre de courbure à chacune des surfaces au point d’intersection est égale 
à la distance R. 
On se propose alors d’établir les caractéristiques du ménisque de la façon suivante : 
Soit A et B les points d’intersection du ménisque respectivement avec la première et la 
deuxième surface.  
On peut alors écrire les coordonnées de O(x0,y0) de deux façons différentes « l’une en passant 
par A et l’autre en passant par B » : 
 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
+=
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
WOWBWO
WOWAWO
 
 
Comme on le verra par la suite, les coordonnées  d’un point appartenant à une surface peuvent 
être exprimées en fonction d’un paramètre (généralement un angle), caractérisant sa position 
sur la surface. Le système précédent est alors un système de quatre équations (deux pour  x0, 
deux pour  y0) à cinq inconnues, où les inconnues sont R, x0,y0 et les deux paramètres 
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caractérisant les coordonnées de A et B. On peut alors fixer un des paramètres et exprimer les 
quatre autres en fonction de lui.   
On obtient en premier lieu un système initial d’équations dépendantes du repère de 
coordonnées choisi pour repère d’étude. Ces premières équations sont établies pour prendre 
en compte un système de coordonnées quelconques.  
Un travail sur ces équations initiales permet d’obtenir un nouveau système d’équations 
indépendantes du repère choisi pour repère d’étude et qui sont nécessaires et suffisantes pour 
pouvoir étudier l’évolution du rayon de courbure du ménisque ainsi que la trajectoire de son 
centre de courbure. 
Le travail sur les équations initiales peut être simplifié, en spécifiant un nouveau repère 
d’étude par translation et rotation et que nous spécifierons au cours des différentes études de 
cas. 
 
Cette annexe  comporte trois chapitres : 
  
Le chapitre 2 présente l’étude de la progression d’un ménisque entre deux surfaces. Nous y 
montrons que quelque soient les surfaces étudiées, l’étude couplée de l’évolution du rayon de 
courbure du ménisque et de la trajectoire de son centre de courbure amène à trois résultats 
essentiels indépendants de la mouillabilité et de la nature géométrique (cercle ou droite) des 
surfaces entre lesquelles progresse le ménisque : 
1) On peut caractériser la position que prend le ménisque entre deux surfaces 
correspondant à la pression capillaire la plus faible.  
2) On peut caractériser la position finale que prend le ménisque entre deux surfaces et qui 
correspond à la situation où le ménisque atteint son rayon d’éclatement appelé « rayon 
de Burst ». 
3) On peut caractériser l’équation de la trajectoire décrite par le centre de courbure du 
ménisque en fonction du signe de son rayon de courbure. On est alors capable de gérer 
les problèmes d’interception d’une surface par le ménisque ou les problèmes liés au 
contact de deux ménisques dans l’espace du pore. 
 
Dans le chapitre 3, nous traiterons de façon générale les problèmes d’interception d’une 
surface par le ménisque et les problèmes de contact de deux ménisques dans l’espace du pore. 
A l’issu du chapitre 3, il nous sera possible de définir aussi des règles d’interception et de 
contact. 
 
 Enfin, dans le chapitre 4, nous utiliserons les méthodes développées dans les chapitres 2 et 3 
pour établir les scénarios d’invasion possibles lors de mécanismes d’invasion de pore d’un 
réseau de type rues américaines, indépendamment de la mouillabilité du pore.   
 
   
   
. 
 110
2. Etude de l’évolution des caractéristiques d’un ménisque 
lors de sa progression entre deux surfaces   
2.1 Introduction 
Le chapitre 2 comporte quatre études de cas : 
1) L’étude de cas n°=1  est « l’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre deux cylindres de même rayon  r  et dont les centres sont distants de 2h0» : 
 
2) L’étude de cas n°=2 est  «L’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre deux cylindres de rayons quelconques dont les centres sont distants de 2h0» : 
 
3) L’étude de Cas n°=3 est : «L’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa 
progression entre deux plans formant un angle  2α entre eux » : 
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Même si elle est importante pour l’étude des lois d’invasion dans des milieux poreux modèles 
de formes complexes approximées par des polygones, elle présente pour le travail de thèse un 
intérêt secondaire car elle n’interviendra qu’une seule fois pour établir les lois d’invasions 
dans les réseaux de type rues américaines. Par conséquent, nous l’étudierons de façon 
nécessaire et suffisante pour satisfaire à nos besoins. C'est-à-dire que nous ne la prendrons en 
compte que pour l’étude des caractéristiques d’un ménisque lors de son évolution  entre deux 
surfaces. Les résultats obtenus n’interviendrons par dans la synthèse du chapitre 2.   
    
4) L’étude de Cas n°=4 est  «L’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre une droite et un cercle de rayon  r1  dont le centre est à la distance  h0  de la 
droite » :  
 
Lors de l’étude de cas n°=1, nous mettons en application, de façon rigoureuse, la méthode 
générale que nous venons de prescrire. Les équations sont établies dans un système de 
coordonnées quelconques. Dans le cas d’un système de coordonnées quelconque, le 
cheminement pas à pas de la méthode est très lourd à mettre en œuvre et un changement de 
repère judicieux, permet de simplifier les calculs. Cependant,  le but de l’étude de cas n°=1 est 
de démontrer la faisabilité de la méthode dans le cas où il n’existe pas de repère particulier. 
Ainsi, bien qu’il existe un changement de base particulier simplifiant l’étude de cas n°=1, on 
effectuera les calculs pour un système de coordonnées quelconque. 
De plus, lors de l’étude de cas n°=1, nous étudions séparément l’évolution du rayon de 
courbure, et la trajectoire du centre de courbure du ménisque.  
Ceci nous permet de démontrer, pour les configurations étudiées, qu’un raisonnement sur la 
trajectoire du centre de courbure suffit à préciser l’évolution du rayon de courbure.   
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Enfin, un travail par analogie des résultats obtenus lors de l’étude de cas n°=1 permet de 
simplifier les démarches employées pour les trois autres études de cas. Nous verrons aussi que 
l’étude de cas n°=1 est un cas particulier de l’étude de cas n°=2 et que les résultats obtenus 
lors de l’étude de cas n°=1 sont « englobés » dans ceux de l’étude de cas n°=2. 
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2.2 Etude de Cas n°=1 : Evolution d’un ménisque lors de sa 
progression entre deux cylindres de même rayon r et dont les 
centres sont distants de  2h0. 
2.2.1 Positionnement du problème  
Etape Initiale (arc de cercle rouge) : 
Initialement, le ménisque est accroché sur le cercle C1 en  A0  et sur le cercle C2 en  B0.  
On appelle  ψ  l’angle que fait le ménisque avec la tangente au cercle C1 en  A0  et  φ  l’angle 
que fait le ménisque avec la tangente au cercle C2 en B0. 
La médiatrice (D3) du segment [O1O2], est par construction un axe de symétrie de la figure. 
Par conséquent O (xO, yO) appartient à la droite (D3) et A0 est le symétrique de B0 par rapport 
à (D3). La droite (D3) fait un angle δ avec l’horizontale.    
Initialement : 
⎩⎨
⎧
=
=
E
E
θφ
θψ
 
 
Figure 89: Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux cylindres de même rayon dans 
un repère quelconque. 
Evolution (arc de cercle bleu) : 
En vertu de la loi d’avancée n°=1, le ménisque est représenté par un arc de cercle de centre O 
(x0,x0) et de rayon R. 
En vertu de la loi d’avancée n°= 3, le  ménisque va progresser suivant les cercles C1 et C2 tout 
en conservant sa symétrie par rapport à (D3). 
Au cours de l’évolution du ménisque les angles ψ et  φ resterons égaux à l’angle d’équilibre 
θE. Soit I  le milieu du segment [O1O2].  
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On appelle α l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
AOIOAOOO 11121 ,, .  
On appelle β l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
IOBOOOBO 22122 ,, . 
Comme (D3) est un axe de symétrie α =β. 
2.2.2 Système d’équations caractérisant le ménisque dans un repère 
quelconque 
Nous allons maintenant déterminer, indépendamment de mouillabilité du fluide envahissant, 
le système d’équations  caractérisant le ménisque lors de sa progression entre deux cylindres 
de même diamètre. Ce travail nous permettra aussi de démontrer les propriétés de symétrie 
énoncées plus haut.    
Pour déterminer le système d’équations, il suffit d’exprimer le vecteur 
⎯→⎯
WO  de deux façons : 
& Une expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O1 et A : 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= AOAOWOWO 11  
& Une expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O2 et B : 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= BOBOWOWO 22  
 
Figure 90 : Illustration des vecteurs mis en jeux pour calculer les coordonnées du rayon de courbure en 
s'appuyant sur chaque surface lorsqu'un ménisque progresse entre deux cercles de même diamètre. 
Le calcul des vecteurs :
⎯→⎯
1WO , 
⎯→⎯
AO1 , 
⎯→⎯
AO , 
⎯→⎯
2WO , 
⎯→⎯
BO2 et 
⎯→⎯
BO  nécessite le calcul préliminaire 
des angles orientés : ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AO,WX 1 , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AOWX , , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BOWX 2, , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BOWX , . 
Pour le calcul de ces angles, nous calculons en premier lieu les angles orientés :  
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⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
IO,WX 1 , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AO,IO1 , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
IO,WX 2 , ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BO,IO2  en utilisant les  Figure 91 à Figure 94. 
1) Calcul de l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
IO,WX 1  , Figure 91 : 
δ
π
πI,O,WX +−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
2
21  
2) Calcul de l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AO,IO1 , Figure 92 : 
αθπAO,IO E +−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
21  
3) Calcul de l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
IO,WX 2 , Figure 93 : 
δ
π
πIO,WX +−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
22
 
4) Calcul de l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BO,IO2 , Figure 94 : 
βθBO,IO E −=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
2  
 
5) Calcul des angles orientés ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AO,WX 1  ; ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AOWX ,  ; ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BOWX 2,  ; ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BOWX ,  : 
 
αδ
πAO,IOIO,WXAO,WX ++−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
21111
 
δ
π
αθAO,IOIO,WXAO,WX E +−+−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
211
 
βδ
π
πBO,IOIO,WXBO,WX −+−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
22222
 
βθδ
π
πBO,IOIO,WXBO,WX E −++−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
222
 
 
 116
 
Figure 91 : Calcul de l'angle (WX, O1I ) 
 
 
Figure 92 : Calcul de l'angle (O1I, AO) 
 
 
 
Figure 93 : Calcul de l'angle (WX, O2I) 
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Figure 94 : Calcul de l'angle (O2I, OB) 
Nous pouvons donc maintenant exprimer 
⎯→⎯
WO  en passant par O1 et A et en passant par O2 et 
B : 
6) Expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O1 et A 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= AOAOWOWO 11  
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−+−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++−+=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−+−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++−+=
⇔
δ
π
αθRαδπryy
δ
π
αθRαδπrxx
EO
EO
2
sin
2
sin
2
cos
2
cos
1
1
 
( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
++−−+−=
++−+++=⇔
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
EO
EO
coscos
sinsin
1
1  
7) Expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O2 et B 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= BOBOWOWO 22  
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−+=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−+=
⇔
βθδ
π
πRβδππryy
βθδ
π
πRβδππrxx
EO
EO
2
sin
2
sin
2
cos
2
cos
2
2
 
( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
−++−+=
−+−−−=⇔
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
EO
EO
coscos
sinsin
2
2  
On obtient alors un système initial de quatre équations à cinq inconnues : x0, y0, R, α et β . 
Sur lequel nous allons travailler pour démontrer les propriétés annoncées au sous -paragraphe 
2.2.1, et obtenir des relations caractérisant la trajectoire décrite par 0(x0 ,y0) et exprimer  R  en 
fonction de  α ou β  :    
8) Système initial d’équations caractérisant le ménisque dans un repère quelconque : 
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−++−+=
−+−−−=
++−−+−=
++−+++=
4.2.2.2coscos
3.2.2.2sinsin
2.2.2.2coscos
1.2.2.2sinsin
2
2
1
1
1.2.2.2
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
S
EO
EO
EO
EO
 
9) Travail sur les équations du système pour obtenir la trajectoire de O (xO, yO) : 
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−++−+=−
−+−−−=−
++−−+−=−
++−++=−
⇔
4.2.2.2coscos
3.2.2.2sinsin
2.2.2.2coscos
1.2.2.2sinsin
2
2
1
1
1.2.2.2
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
S
EO
EO
EO
EO
 
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )⎪
⎪
⎩
⎪⎪⎨
⎧
−++−=−
−+−−−=−
++−−+−=−
++−++=−
⇔
4.2.2.2coscos
3.2.2.2sinsin
2.2.2.2coscos
1.2.2.2sinsin
22
2
22
2
22
1
22
1
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
EO
EO
EO
EO
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎩
⎪⎪⎨
⎧
−+−+−++−=−
−+−+−++−=−
++−+++++−++=−
++−++++−++=−
⇔
4.2.2.2coscos2coscos
3.2.2.2sinsin2sinsin
2.2.2.2coscos2coscos
1.2.2.2sinsin2sinsin
22222
2
22222
2
22222
1
22222
1
βθδRβδrβθδRβδryy
βθδRβδrβθδRβδrxx
δαθRαδrδαθRαδryy
δαθRαδrδαθRαδrxx
EEO
EEO
EEO
EEO
On ajoute (2.2.2.1) à (2.2.2.2) et (2.2.2.3) à (2.2.2.4), puis on se sert des relations 
trigonométriques : 
( )⎩⎨
⎧
+=−
+
bababa
xx
sinsincoscoscos
sincos 22  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
++=−+−
++=−+−⇔
62.2.2.cos2
52.2.2.cos2
222
2
2
2
222
1
2
1
12.2.2.
EOO
EOO
θrRRryyxx
θrRRryyxx
S  
Les équations (2.2.2.5) et (2.2.2.6) restent valables quelque soit le choix du référentiel car 
elles expriment des distances au carré et que tout changement de base conserve les longueurs 
et les différences d’angles. Ces deux équations montrent aussi que le centre O (x0, y0) du 
ménisque appartient à la médiatrice du segment [O1O2] qui est (D3) .Ce qui était attendu car 
(D3)  est un axe de symétrie de la figure. Soustrayons maintenant les équations (2.2.2.5) et 
(2.2.2.6) pour obtenir une relation linéaire entre x0 et x0  et voir apparaître l’équation de (D3) : ( ) ( ) ( )72.2.2.022 222122211212 =−+−+−+− yyxxyyyxxx OO  
Contrairement aux équations (2.2.2.5) et (2.2.2.6), la relation (2.2.2.7) dépend du changement 
de repère. On augmente alors le système S2.2.2.1 par les équations (2.2.2.5), (2.2.2.6) et 
(2.2.2.7) : 
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=−+−+−+−
++=−+−
++=−+−
−++−+=
−+−−−=
++−−+−=
++−+++=
⇔
72.2.2.022
62.2.2.cos2
52.2.2.cos2
42.2.2.coscos
32.2.2.sinsin
22.2.2.coscos
12.2.2.sinsin
2
2
2
1
2
2
2
11212
222
2
2
2
222
1
2
1
2
2
1
1
12.2.2.
xxxxyyyxxx
θrRRryyxx
θrRRryyxx
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
S
OO
EOO
EOO
EO
EO
EO
EO
 
10) Travail sur les équations du système pour exprimer  R  en fonction de  α ou β : 
Pour obtenir l’expression de R en fonction de   α , on remplace dans l’équation (2.2.2.7), x0 et 
y0 respectivement par les équations (2.2.2.1) et (2.2.2.2) : ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+−+−+−
++−−+−=
++−+++=
72.2.2.022
22.2.2.coscos
12.2.2.sinsin
2
2
2
1
2
2
2
11212
1
1
yyxxyyyxxx
δαθRαδryy
δαθRαδrxx
OO
EO
EO
 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
2
2
2
1
2
2
2
1
112
112
coscos2
sinsin20
yyxx
δαθRαδryyy
δαθRαδrxxx
E
E
−+−+
++−−+−−+
++−+++−=⇔
 
On développe puis on regroupe judicieusement : ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )2112222121122221
1212
1212
2222
cossin2
cossin20
yyyyyxxxxx
αδyyαδxxr
δαθyyδαθxxR EE
−+−+−+−+
+−−+−+
++−−−++−−=⇔
  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )αδyyαδxxr
δαθyyδαθxxRyyxx EE
+−−+−+
++−−−++−−=−+−⇔
cossin2
cossin2
1212
1212
2
21
2
21  
Or par définition d’une part : 
 ( ) ( ) ( ) ( )221221202212210 42 yyxxhyyxxh −+−=⇔−+−=  
Et par Construction, Figure 95 : 
⎩⎨
⎧
−=−
=−
δhyy
δhxx
cos2
sin2
012
012  
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Figure 95 : Expression de l’angle formé par l’horizontale et la médiatrice des centre des cercles (C1) et 
(C2) en fonction des coordonnées des centres de ces cercles dans le cas où un ménisque progresse entre 
deux cercles de même diamètre 
Donc l’équation précédente devient : 
( ) ( )( )
( ) ( )( )αδδαδδrh
δαθδδαθδRhh EE
++++
++−+++−=⇔
coscossinsin4
coscossinsin44
0
0
2
0  
( ) ( )( )
( ) ( )( )δαθδδαθδ
αδδαδδrhR
EE ++−+++−
+++−=⇔
coscossinsin
coscossinsin0  
En utilisant la relation trigonométrique : ( ) bababa sinsincoscoscos +=−  
La valeur de R, exprimée en fonction de α, devient : 
( ) ( )82.2.2.cos
cos0
E
rhR θα
α
−
−=  
Pour obtenir l’expression de R en fonction de  β , on remplace dans l’équation (2.2.2.7), xO et 
xO respectivement par les équations (2.2.2.3) et (2.2.2.4) : ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+−+−+−
−++−+=
−+−−−=
72.2.2.022
42.2.2.coscos
32.2.2.sinsin
2
2
2
1
2
2
2
11212
2
2
yyxxyyyxxx
βθδRβδryy
βθδRβδrxx
OO
EO
EO
 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) 22212221212
212
coscos2
sinsin20
xxxxβθδRβδryyy
βθδRβδrxxx
E
E
−+−+−++−+−+
−+−−−−=⇔
 
En regroupant, on obtient : ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )βθδxxβθδyyRβδxxβδyyr
yyyyyxxxxx
EE −+−−−+−+−−−−−=
−+−+−+−−⇔
sincos2sincos2
2222
12121212
12
2
2
2
2
2
112
2
2
2
2
2
1
( ) ( )( ) ( ) ( )( )βθδδβθδδRhβδδβδδrhh EE −+−−+−+−−−−=−⇔ sinsincoscos4sinsincoscos44 0020 ( ) ( )( )
( ) ( )( )βθδδβθδδ
βδδβδδrhR
EE −++−+
−+−−=⇔
sinsincoscos
sinsincoscos0  
En utilisant la relation trigonométrique : ( ) bababa sinsincoscoscos +=−  
La valeur de R, exprimée en fonction de β devient : 
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( ) ( )bis
rhR
E
82.2.2.
cos
cos0
θβ
β
−
−=⇔  
Les équations (2.2.2.8) et (2.2.2.8bis) représentent la même valeur de R.  
Et pour que (2.2.2.8) et (2.2.2.8bis) représentent la même valeur de  R, il faut que : α=β. 
Ce résultat était attendu car  (D3) est un axe de symétrie de la figure. 
On remarquera aussi que les équations (2.2.2.8) et (2.2.2.8bis) sont indépendantes du repère 
de coordonnées choisi 
On peut alors augmenter le système d’équations S2.2.2.1 de l’équation (2.2.2.8) et conclure le 
sous- paragraphe 2.2.2.  
Conclusion : 
Lorsqu’ un ménisque progresse entre deux cylindres de même diamètre dont (D3), la 
médiatrice des centres des cylindres, forme un angle δ  avec l’horizontale, le système 
d’équations permettant de décrire l’évolution de la trajectoire du centre de courbure et le 
rayon de courbure du ménisque est : 
  ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−
−=
=−+−+−+−
++=−+−
++=−+−
−++−+=
−+−−−=
−+−+−=
−++++=
⇔
8.2.2.2
cos
cos
7.2.2.2022
6.2.2.2cos2
5.2.2.2cos2
4.2.2.2coscos
3.2.2.2sinsin
2.2.2.2coscos
1.2.2.2sinsin
0
2
2
2
1
2
2
2
11212
222
2
2
2
222
1
2
1
2
2
1
1
21.2.2
E
OO
EOO
EOO
EO
EO
EO
EO
θα
αrhR
yyxxyyyxxx
θrRRryyxx
θrRRryyxx
αθδRαδryy
αθδRαδrxx
θδαRαδryy
θδαRαδrxx
S  
Pour simplifier l’étude de la trajectoire et de l’évolution du rayon, on peut effectuer un 
changement de base de façon à ce que O1(x1, y1) soit l’origine du nouveau repère et que (D3) 
soit la parallèle au  nouvel axe des ordonnées orienté dans le sens de l’écoulement, Figure 96. 
La formule de changement de repère est : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )9.2.2.2sincos
cossin
11
11
⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
δyyδxxY
δyyδxxX
:x,y  
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Figure 96 : Choix du nouveau repère de coordonnées simplifiant l'étude de l'évolution du ménisque 
lorsqu'il progresse entre deux cylindres de même diamètre. 
 
Dans ce nouveau repère, le système S2.2.2.1 deviendrait S2.2.2.2 et ses équations deviendraient :  
 
  ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−
−=
=−
++=+−
++=+
−−=
−−−=
−+=
−+=
⇔
17.2.2.2
cos
cos
16.2.2.2044
15.2.2.2cos22
14.2.2.2cos2
13.2.2.2sinsin
12.2.2.2coscos2
11.2.2.2sinsin
10.2.2.2coscos
0
2
00
222
0
2
0
222
0
2
0
0
2.2.2.2
E
O
EO
E
EO
EO
EO
EO
θα
αrhR
hXh
θrRRrYhX
θrRRrYX
αθRαrY
αθRαrhX
θαRαrY
θαRαrX
S  
 
On voit que les équations (2.2.2.14) à (2.2.2.16) sont plus simples que les équations (2.2.2.5) 
à (2.2.2.7). Or se sont les équations qui nous servirons à résoudre l’interception d’une surface 
par le  ménisque. Par conséquent, pour résoudre les problèmes d’interception d’une surface 
par le ménisque, on se placera toujours dans ce repère dont les formules de changement de 
base sont données par (2.2.2.9).  
Puis on pourra revenir dans le système de coordonnées initial par les formules suivantes : 
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( ) ( )18.2.2.2
.sin.cos
.cos.sin
:,
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=∀
YXyy
YXxx
YX δδ
δδ
 
 
2.2.3 Etude d’évolution du rayon 
L’équation du rayon, donnée par l’équation (2.2.2.8) du système (S2.2.2.1), est indépendante 
du repère choisit. Nous la rappelons ici : 
( ) ( )1.3.2.2cos
cos0
E
rhR θα
α
−
−=  
Connaissant l’expression de l’évolution du rayon en fonction de  α ,  nous pouvons 
rechercher les intervalles de valeur de α pour lesquels le ménisque change de courbure. Par 
construction, quelque soit la valeur de  α , la quantité h0-rcosα  reste positive ou nulle car la 
valeur minimale de h0 est r . Ainsi la discussion sur le signe de R  dépend de la valeur de 
 cos(θE -α) :  
 
) L’intervalle de α  dans lequel le rayon reste positif  correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est positive : 
 
( ) Ζ∈++<<+−⇔>− kkk EEE ;22220cos πθ
παππθθα  
 
) La valeur de  α  pour laquelle cos(θE - α)  s’annule et le rayon devient infini correspond à 
la valeur de α pour laquelle on assiste à un  changement de courbure : 
 
( ) Ζ∈+−=++=⇔=− kkouk EEE ;22220cos π
πθαπθπαθα  
 
) L’intervalle de  α  dans lequel le rayon reste négatif correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est négative  
 
( ) Ζ∈+−<<++⇔<− kkk EEE ;22220cos π
πθαππθθα  
 
Les deux  tableaux suivants récapitulent la discussion et donne la forme du ménisque, 
l’expression de son rayon et la valeur de la pression capillaire réduite en fonction de 
α  respectivement dans le cas où le fluide envahissant est non mouillant (0≤θE<π/2 ) et dans le 
cas où le fluide envahissant est mouillant (π/2< θE  ≤π)  :  
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Tableau 5 : Forme du ménisque, expression de son rayon et de la pression capillaire réduite en fonction de 
alpha pour un fluide envahissant non mouillant progressant entre deux cercles de même diamètre. 
 
Tableau 6 : Forme du ménisque, expression de son rayon et expression de la pression capillaire réduite en 
fonction de alpha pour un fluide envahissant mouillant progressant entre deux cercles de même diamètre. 
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Quelque soit la valeur de  α  et la mouillabilité du fluide envahissant, le rayon du ménisque et 
la pression capillaire réduite ont pour expressions respectives : 
[ [
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−
−=
−
−=
∈∀
3.3.2.2
cos
cos
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cos
cos
:2;0
0
0
*
αθ
α
α
αθ
πα
E
E
C
rhR
rh
P
 
Si  on pose 
⎩⎨
⎧
=
=
x
hh
α
0 , alors les expressions de P*C  et R deviennent :
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
=
5.3.2.21
4.3.2.2
1
1
*
xP
R
xPPC
 
Où P1(x) est une fonction étudiée en annexe C.1. 
De son étude, on  obtient directement, Tableau 7 et Tableau 8 , les variations de P*C , la 
pression capillaire réduite, de R, le rayon de courbure du ménisque et du signe de la courbure 
du ménisque en fonction de α respectivement dans le cas d’un fluide non mouillant et 
mouillant . Pour chacun des deux tableaux de variation nous avons : 
( ) ( ) ( ) ( ) Ec
E
c h
ru
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R
rh
P θααα
αθα sin;1;
cos
cos
0
*
0
* ==−
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( ) ( ) ( )
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Les différences sont dans les valeurs des αi et leur classement.  
 
 
 126
Tableau 7 : Evolution de la pression capillaire réduite, du rayon de courbure du ménisque et de la 
courbure du ménisque en fonction de alpha dans le cas où le fluide envahissant est non mouillant et 
progresse entre deux cercles de même diamètre. 
Avec 
2
;
2
3;sin;sin 43
1
2
1
1
πθαπθαθπαθα +=+=++=−= −− EEEE uu  
 
Tableau 8 : Evolution de la pression capillaire réduite, du rayon de courbure du ménisque et de la 
courbure du ménisque en fonction de alpha dans le cas où le fluide envahissant est mouillant et progresse 
entre deux cercles de même diamètre. 
Avec 
2
;
2
;sin;sin 43
1
2
1
1
πθαπθαθπαθα +=−=++=−= −− EEEE uu  
Conclusion sur l’étude de l’évolution du rayon : 
L’étude de ces tableaux de variation, permet de connaître, indépendamment de la 
mouillabilité du fluide envahissant : 
& La position la plus stable que peut prendre le ménisque lorsqu’il doit se positionner 
entre deux cylindres de même diamètre. Elle correspond, à la valeur la plus faible de Pc*, 
c’est-à-dire lorsque α=α2. 
& La position finale que prend le ménisque lorsqu’il éclate. Elle correspond, à la valeur 
la plus grande de Pc*, c’est-à-dire lorsque α=α1.  
En supposant que le ménisque débute sa progression entre les deux surfaces par sa position 
la plus stable et qu’il finit sa progression lors de son éclatement, nous pouvons discuter de 
l’évolution du ménisque entre deux cylindres de même diamètre. 
Nous supposons avoir changer de repère et que nous nous sommes placés dans le 
nouveau  repère spécifié à la fin du sous- paragraphe 2.2.2 par les formules de 
changement de repère 2.2.2.9. 
La discussion, illustrée par la Figure 97,  est menée de la façon suivante :  
& La position initiale que prend le ménisque lorsqu’il doit se positionner entre deux 
cylindres de même diamètre correspond, à la valeur la plus faible de Pc*, c’est-à-dire 
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lorsque α=α2.La valeur initiale du rayon est alors R(α2), une valeur négative. Et celle de Y0 
est alors Y0(α2).        
& Faire progresser le ménisque entre les deux cylindres revient à faire varier  α de  α2 
vers α3 puis α de  α3 vers α1.  
Comme illustré Figure 97, lorsque α varie de α2 vers α3 , alors le rayon reste négatif et  décroît 
de R(α2) jusqu’à -∞. Dans le même temps, Y0 augment de Y0(α2) jusqu’à +∞. Au passage de 
α3, la courbure du ménisque s’inverse et devient positive. La valeur de R devient alors  +∞  et  
Y0 devient -∞. Lorsque α varie de α3 vers α1, alors le rayon reste positif et  diminue de +∞ 
jusqu’à R(α1). Dans le même temps, Y0  augmente de -∞ jusqu’à Y0(α1) : 
 
Figure 97 : Illustration des différentes étapes de décroissance du rayon de courbure d’un ménisque 
lorsqu’il progresse entre deux cylindres de même diamètre. 
& La position finale que prend le ménisque correspond, à la valeur la plus grande de Pc*, 
c’est-à-dire lorsque α=α1. A cette valeur de  α, correspond la  pression capillaire seuil 
nécessaire pour envahir le pore. Le rayon atteint alors sa plus petite valeur positive. On dit 
que le rayon atteint sa valeur critique qui est le rayon de burst.  
2.2.4 Etude de la trajectoire décrite par le centre 0(X0, Y0)  
Pour l’étude de la trajectoire, on se place dans le nouveau repère définit à la fin du 
sous- paragraphe 2.2.2 par les formules de changement de repère 2.2.2.9. 
Dans ce nouveau repère, les équations (2.2.2.5) à (2.2.2.7) se simplifient car : 
⎩⎨
⎧
=
===
02
211
2
0
hX
YYX
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Ces équations deviennent :  
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⎪⎪⎨
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On peut alors utiliser les équations (2.2.4.1) et (2.2.4.3) pour exprimer X0 et Y0 uniquement 
en fonction de R  
X0 est obtenu directement en utilisant l’équation (2.2.4.3) : ( )bishXO 3.4.2.20=  
Y0 est obtenu en calculant la valeur de X0²  à partir de l’équation (2.2.4.3bis) puis en 
injectant l’expression de X0² obtenue dans l’équation (2.2.4.1). 
Le calcul de  X0² est immédiat : ( )
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Comme : rh >0  alors 0sin2220 ≥− Erh θ , et on pose : 
⎪⎪⎩
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222
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La forme finale de l’équation précédente devient : 
( )4.4.2.212
2
0
2
2
=−
b
Y
a
T  
L’équation (2.2.4.4) est celle d’une hyperbole.  
Et nous savons que  
& b≥a 
& Les deux sommets de l’hyperbole sont situés en ±a. 
& Les deux foyers de l’hyperboles sont situés en 22 baT +±=   
& Lorsque Y0=0, alors T=±a 
& Lorsque Y0=±b, alors aT 2±=  
& Lorsque 220 baY +±= alors 2
2
2
b
aaT +±=  
& Lorsque 
a
bY
2
0 ±=  alors 22 baT +±=   
& Lorsque -a<T<a alors Y0 n’est pas défini. 
On peut tracer cette hyperbole et identifier la branche correspondant  au cas où le ménisque 
possède une courbure positive et la branche correspondant au cas où le ménisque possède 
une courbure négative, Figure 98 :   
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Figure 98 : Tracer de l'hyperbole décrivant Y0 en fonction de T pour identifier la branche correspondant 
à un rayon de courbure positif et celle correspondant à un rayon de  courbure négatif lorsqu’un ménisque 
progresse entre deux cercles de même diamètre. 
Les branches rouge et orange de l’hyperbole correspondent aux cas où T tend vers -∞. C'est-à-
dire les cas pour lesquels,  le rayon de courbure tend vers -∞.  
Cependant lorsque le rayon de courbure tend vers -∞, Y0 doit tendre vers +∞. En conclusion, 
lorsque la courbure du ménisque est négative, Y0 parcours la branche rouge de cette 
hyperbole. Son équation est donnée par : 
( )abT
a
bY .4.4.2.2222
2
0 −=  
Lorsque T<<-a,  l’hyperbole peut être rapportée à son asymptote telle que Y0 tend vers +∞ 
lorsque T tends vers -∞. C’est à dire : 
( )1..4.4.2.22
2
0 aTa
bY −=  
Sur la branche rouge de l’hyperbole, on voit que la valeur la plus grande que peut atteindre T 
est –a. C'est-à-dire que la valeur la plus grande atteinte par R est : 
EE rrhR θθ cossin2220 −−−=  
Si on considère la conclusion du sous- paragraphe 2.2.3, sur l’étude de l’évolution du rayon, 
lorsque T atteint la valeur –a alors l’angle α doit atteindre la valeur α2 et l’égalité suivante 
doit être vérifiée : 
( ) EEE rrh
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Vérifions cette égalité en remplaçant α2 par son expression : 
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On  a donc vérifié que lorsque T atteint la valeur –a alors l’angle α atteint la valeur α2. 
 Lorsque α atteint la valeur α2, le rayon de courbure du ménisque est :  
EE rrhR θθ cossin2220 −−−=  
De plus, lorsque T = -a, nous savons que  
⎩⎨
⎧
=
=
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00
Y
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Cela signifie que la position du centre O(X0,Y0), pour laquelle le ménisque est dans sa 
position la plus stable est confondue avec le milieux du segment constitué par les centres des 
cylindres. 
Les branches verte et bleu de l’hyperbole correspondent aux cas où T tend vers +∞. C'est-à-
dire les cas pour lesquels le rayon de courbure du ménisque vers +∞.  
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Cependant lorsque la courbure du ménisque est positive et le rayon tend vers +∞ , Y0 doit 
tendre vers -∞. En conclusion, lorsque le rayon de courbure du ménisque est positif, Y0 
parcours la branche verte de cette hyperbole. Son équation est donnée par : 
( )bbT
a
bY .4.4.2.2222
2
0 −−=  
Lorsque T>>a,  l’hyperbole peut être rapportée à son asymptote telle que Y0 tend vers -∞ 
lorsque T tends vers +∞. C’est à dire : 
( )1..4.4.2.22
2
0 bTa
bY −=  
Sur la branche verte de l’hyperbole, on voit que la valeur la plus petite que peut atteindre T 
est a. C'est-à-dire que la valeur la plus petite atteinte par R est : 
EE rrhR θθ cossin2220 −−=  
Si on considère la conclusion du sous- paragraphe 2.2.3, sur l’étude de l’évolution du rayon, 
lorsque T atteint la valeur  a alors l’angle α doit atteindre la valeur α1 et l’égalité suivante doit 
être vérifiée : 
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Vérifions cette égalité en remplaçant α2 par son expression : 
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On  a donc vérifié que lorsque  T  atteint la valeur  a  alors l’angle  α  atteint la valeur  α1. 
Lorsque  α  atteint la valeur  α1 , le rayon de courbure du ménisque est :  
EEburst rrhR θθ cossin2220 −−=  
De plus, lorsque T = a, nous savons que  
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Cela signifie que lorsqu’un ménisque progresse entre deux cylindres de même diamètre, la 
position finale  du centre O(X0,Y0), pour laquelle le ménisque atteint son rayon de burst est 
confondue avec le milieux du segment constitué par les centres des cylindres. 
Conclusion sur l’étude de la trajectoire du centre de courbure du ménisque : 
L’étude de la trajectoire décrite par le centre de courbure O(X0,Y0) du ménisque,  permet de 
préciser, indépendamment de mouillabilité du fluide envahissant, l’évolution d’un ménisque 
entre deux cylindres de même diamètre. Pour cette conclusion : 
& on généralise les résultats à un système de coordonnées quelconque, en retournant 
dans le repère initial par les formules de  changement de repère (2.2.2.18) définies à la fin du 
sous- paragraphe 2.2.2. 
& On définit les constantes a,b,c,d,e par : 
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En remarquant que : 
⎪⎪⎩
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& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre deux surfaces, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de iR  jusqu’à -∞. Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 
exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.2.4.7.a) : 
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Lors de cette phase de décroissance, le rayon de courbure du ménisque passe par une valeur 
particulière qui correspond au foyer négatif de la parabole de la Figure 98 et que nous 
noterons FR− . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons :  
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Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.2.4.7.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient 
positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de +∞ jusqu’à sa valeur critique Rburst 
correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de décroissance, la courbure du 
ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 exprimées en fonction de 
R sont données par le système d’équations (2.2.4.7.b) : 
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Lors de cette phase de décroissance le rayon de courbure du ménisque passe par une valeur 
particulière qui correspond au pôle positif de la parabole de la Figure 98 et que nous noterons 
FR+ .Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.2.4.7.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−=−−+−=
−−=−−++=
cR
a
bycR
a
bdReyy
cR
a
bxcR
a
bdRexx
b
mm
mm
2
2
2
2
0
2
2
2
2
0
sinsincos
coscossin
2..7.4.2.2
δδδ
δδδ
 
& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surfaces, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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2.2.5 Conclusion et synthèse de l’étude de cas n°=1 
Lorsqu’un ménisque progresse entre deux cylindres de même rayon r  et dont les centres sont 
distants de 2h0. 
 
Figure 99: Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux cylindres de même rayon dans 
un repère quelconque. 
Le système d’équations nécessaire et suffisant pour décrire l’évolution du rayon de courbure 
du ménisque et de son centre de courbure 0(x0, y0) dans un repère quelconque est :  
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Où (x0, y0), (x1, y1) et (x2, y2) sont respectivement les cordonnées du centre de courbure du 
ménisque du cercle C1 et du cercle C2.  α et β  sont les angles définis par : 
& ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ AOOO 121 ,α   
& ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ 122 , OOBOβ  
Où A  est l’intersection du cercle représentant le ménisque avec le cercle C1 et  B  
l’intersection du cercle représentant le ménisque avec le cercle C2. Le rayon peut être exprimé 
en fonction de  α ou β  équation (2.2.5.3) ou (2.2.5.3bis). Nous avons montré que   α et β  
étaient identiques quand les cercles C1 et C2 étaient identiques. Les études de l’évolution du 
rayon par l’équation (3) et de celle de la trajectoire de 0(x0, y0) par les équations (2.2.5.1) et 
(2.2.5.2) ont permis de préciser le comportement du ménisque lors de sa progression entre 
deux cylindres de même rayon indépendamment de la mouillabilité du fluide envahissant. 
En supposant que le ménisque débute sa progression entre deux surfaces par sa position la 
plus stable et qu’il la termine par son éclatement. Le comportement du ménisque peut être 
décrit de la façon suivante : 
Tout à bord nous commençons par le calcul des constantes a, b, c, d, e,xm et ym  par : 
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⎩
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Et par le calcul de l’angle δ définit comme l’angle orienté que forme (D3) la médiatrice du 
segment [O1O2] avec l’horizontale. 
& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre deux surfaces, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=+−==
=++==
+−==
mimi
mimi
i
ydReyyy
xdRexxx
caRR
δ
δ
cos
sin6.5.2.2
0
0  
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On remarquera que dans le cas de cylindres de même diamètre, les coordonnées du centre 
de courbure correspondant à la position du ménisque la plus stable, sont confondues avec le 
milieu du segment [O1O2]. 
& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît deb iR  jusqu’à -∞. Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 
exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.2.5.7.a) : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−++−=
−−+++=
22
2
2
0
22
2
2
0
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cossin
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a
bdRexx
a
m
m
δδ
δδ
 
Lors de cette phase de décroissance le rayon de courbure du ménisque passe par une valeur 
particulière que nous notons FR− . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous 
avons :  
( ) ( )
( )⎪⎪
⎪
⎩
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⎪
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++−==
+++==
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−−
−
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FmF
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F
2
0
2
0
22
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cossin1..7.5.2.2
δδ
δδ  
Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.2.5.7.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
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a
m
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2
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2..7.5.2.2
δδ
δδ
 
) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase de décroissance, 
le rayon de courbure devient positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de 
« +∞ »jusqu’à sa valeur critique Rburst correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées x0 et 
y0 exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.2.5.7.b) : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
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b
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Lors de cette phase de décroissance le rayon de courbure du ménisque passe par une valeur 
particulière que nous notons FR+ . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous 
avons : 
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( ) ( )
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.2.5.7.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surfaces, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−==
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burstmburst
burstmburst
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dReyyy
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δ
δ
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0  
Lorsque le ménisque atteint son rayon de burst, la valeur de α correspondante est :  
uE
1
1 sin
−−== θαα  avec Eh
ru θsin
0
=  . 
On remarquera que dans le cas de cylindres de même diamètre, les coordonnées du centre de 
courbure correspondant à l’éclatement du ménisque, sont confondues avec le milieu du 
segment [O1O2]. 
Pour finir, les équations (2.2.5.1) et (2.2.5.2) du système S2.2.5.1  nous servirons à résoudre 
l’interception d’une surface par le  ménisque. Or il existe un changement de repère qui permet 
de simplifier ces équations. La formule de changement de repère est, Figure 100 : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )9.5.2.2sincos
cossin
11
11
⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
δyyδxxY
δyyδxxX
:x,y  
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Figure 100 : Choix du nouveau repère de coordonnée simplifiant l'étude de l'évolution du ménisque 
lorsqu'il progresse entre deux cylindres de même diamètre. 
Dans ce nouveau repère, le système S2.2.5.1 devient S2.2.5.2 et ses équations deviennent:  
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Par conséquent, pour résoudre les problèmes d’interception d’une surface par le ménisque on 
se placera toujours dans ce repère dont les formules de changement de repère sont données 
par (2.2.5.9).  
Puis on pourra revenir dans le système de coordonnées initial par les formules suivantes : 
( ) ( )14.5.2.2
.sin.cos
.cos.sin
:,
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=∀
YXyy
YXxx
YX δδ
δδ
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2.3 Etude de Cas n°=2 : Evolution d’un ménisque de fluide lors de 
sa progression entre deux cylindres de rayons différents  dont les 
centres sont distants de 2h0. 
La plus part des démonstrations sont similaires à celles établies dans le cas de cylindres de 
même diamètres (étude de cas n°=1). On peut s’affranchir de la quasi-totalité des calculs mais 
nous marquerons cependant les étapes essentielles du raisonnement. Dans les paragraphes 
2.3.1 à 2.3.3, on effectue le raisonnement lorsque « r1<r2 ».Dans le paragraphes 2.3.4, on 
étend le raisonnement lorsque « r1>r2 ».Dans le paragraphes 2.3.5, on vérifie que l’on retrouve 
les résultats de l’étude de cas n°=1 lorsque « r1=r2 ». Dans le paragraphe 2.3.6, on effectue la 
synthèse dans le cas général sans se soucier de la valeur des rayons r1 et r2 
2.3.1 Positionnement du problème  
Etape Initiale (arc de cercle rouge) : 
Initialement, le ménisque est accroché sur le cercle C1 en  A0 et sur le cercle C2 en  B0.  
On appelle « ψ » l’angle que fait le ménisque avec la tangente au cercle C1 en  A0  et φ l’angle 
que fait le ménisque avec la tangente au cercle C2 en B0. 
Initialement : 
⎩⎨
⎧
=
=
E
E
θφ
θψ
 
La perpendiculaire au segment [O1O2] fait un angle δ  avec l’horizontale.    
Le rayon r1 du cercle C1 est plus petit que le rayon r2 du cercle C2 
 
 
Figure 101 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux cercles de diamètres 
différents dans un repère quelconque. 
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Evolution (arc de cercle bleu) : 
En vertu de la loi d’avancée 1, le ménisque est représenté par un arc de cercle de centre O (x0, 
y0) et de rayon R. 
En vertu de la loi d’avancée 3, le  ménisque va progresser suivant les cercles C1 et C2 tout en 
conservant les angles ψ et φ égaux à l’angle d’équilibre θE.  
 
On appelle α l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
AOIOAOOO 11121 ,,    
On appelle β l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
IOBOOOBO 22122 ,,  
2.3.2 Système d’équations caractérisant le ménisque dans un repère 
quelconque 
Nous allons maintenant déterminer, indépendamment de la mouillabilité du fluide 
envahissant, le système d’équations  caractérisant le ménisque lors de sa progression entre 
deux cylindres de diamètres différents. La plus part des démonstrations sont similaires à celles 
établies dans le cas de cylindres de même diamètres. On peut s’affranchir de la quasi-totalité 
des calculs mais nous marquerons quelques étapes essentielles.   
 Pour déterminer le système d’équation, il suffit d’exprimer le vecteur 
⎯→⎯
WO  de deux façons : 
& Une expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O1 et A 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= AOAOWOWO 11  
& Une expression de 
⎯→⎯
WO  en passant par O2 et B 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ ++= BOBOWOWO 22  
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Figure 102 : Illustration des vecteurs mis en jeux pour calculer les coordonnées du rayon de courbure en 
s'appuyant sur chaque surface lorsqu'un ménisque progresse entre deux cercles de diamètres différents. 
 
 
 
En réitérant les procédures de calcul effectuées pour l’étude de cas n°=1, nous obtenons le 
système initial d’équations caractérisant le ménisque lors de sa progression entre deux 
cylindres de diamètres différents sur lequel nous allons travailler pour exprimer R  en fonction 
de α ou β :    
1) Système initial d’équations caractérisant le ménisque dans un repère quelconque : 
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2) Travail sur les équations du système pour exprimer  R  en fonction de α ou β : 
Pour obtenir l’expression de R en fonction de α, on remplace dans l’équation (2.3.2.7), XO et 
YO respectivement par les équation (2.3.2.1) et (2.3.2.2) : ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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On développe puis on regroupe judicieusement : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( )2112222121122221
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )αδyyαδxxr
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yyxxRθrrrr
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Or par définition d’une part :  
( ) ( ) ( ) ( )221221202212210 42 yyxxhyyxxh −+−=⇔−+−=  
Et par construction,Figure 103 : 
⎩⎨
⎧
−=−
=−
δhyy
δhxx
cos2
sin2
012
012  
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Figure 103 : Expression de l’angle formé par l’horizontale et la perpendiculaire à la droite reliant les 
centres des cercles (C1) et (C2) en fonction des coordonnées des centres de ces cercles dans le cas où un 
ménisque progresse entre deux cercles de diamètres différents 
Donc l’équation précédente devient : 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )αδδαδδrh
δαθδδαθδRhRθrrrrh EEE
++++
++−+++−=−+−+⇔
coscossinsin4
coscossinsin4cos24
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2
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En utilisant la relation trigonométrique : ( ) bababa sinsincoscoscos +=−  
Nous obtenons : ( ) ( ) αcos4cos4cos24 10021222120 rhRθαhRθrrrrh EE +−=−+−+⇔  
Au final, l’expression de R en fonction α devient : 
( ) ( ) ( )8.2.3.2cos2cos4
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210
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0
EE θrrθαh
rhrrhR −−−
−−+=⇔ α  
Pour obtenir l’expression de R en fonction de β , on remplace dans l’équation (2.3.2.7), XO et 
YO respectivement par les équation (2.3.2.3) et (2.3.2.4) : ( ) ( ) ( )
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1
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En regroupant, on obtient : ( ) ( )
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Rθrrrryyyyyxxxxx
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( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )βθδδβθδδRhβδδβδδrh
Rθrrrrh
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2
2
1
2
0  
En utilisant la relation trigonométrique : ( ) bababa sinsincoscoscos +=−  
Nous obtenons : ( ) ( )EE θβRhrhRθrrrrh −−−=−+−+−⇔ cos4cos4cos24 02021222120 β  ( ) ( )EE θβRhrhRθrrrrh −+=−−+−⇔ cos4cos4cos24 02021222120 β  
La valeur de R, exprimée en fonction de β devient : 
( ) ( ) ( )bisRθrrθβh
rhrrh
EE
8.2.3.2
cos2cos4
cos44
210
20
2
2
2
1
2
0 =−+−
−+−⇔ β  
Les relations (2.3.2.8) et (2.3.2.8bis) sont intéressantes car elles indépendantes du repère 
choisit. 
On peut donc augmenter le système S2.3.2.1 des équations (2.3.2.8) et (2.3.2.8bis) et conclure le 
paragraphe2.3.2.  
 Conclusion : 
Lorsqu’ un ménisque progresse entre deux cylindres de diamètres différents dont (D3), la 
perpendiculaire à la droite formée par les centre des cylindres, forme une angle δ avec 
l’horizontale, le système d’équations permettant de décrire l’évolution de la trajectoire et du 
rayon du ménisque est : 
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Pour simplifier l’étude de la trajectoire et de l’évolution du rayon, on peut effectuer un 
changement de base de façon à ce que O1(X1, Y1) soit l’origine du nouveau repère, que la 
perpendiculaire à (O1O2) soit parallèle au  nouvel axe des ordonnées, orienté dans le sens de 
progression du ménisque Figure 104. La formule de changement de repère est : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )9.2.3.2sincos
cossin
11
11
⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
δyyδxxY
δyyδxxX
:x,y  
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Figure 104 : Choix du nouveau repère de coordonnée simplifiant l'étude de l'évolution du ménisque 
lorsqu'il progresse entre deux cylindres de diamètres différents. 
Dans ce nouveau repère, le système S2.3.2.1 deviendrait S2.3.2.2 et ces équations deviendraient :  
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On voit que les équations (2.3.2.14) à (2.3.2.16) sont plus simples que les équations (2.3.2.5) 
à (2.3.2.7). Or ce sont les équations qui nous servirons à résoudre l’interception d’un surface 
parle  ménisque. Par conséquent pour résoudre les problèmes d’interception d’une surface par 
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le ménisque on se placera toujours dans ce repère dont les formules de changement de repère 
sont données par (2.2.2.9).  
Puis on pourra revenir dans le système de coordonnées initial par les formules suivantes : 
( ) ( )18.2.3.2
.sin.cos
.cos.sin
:,
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=∀
YXyy
YXxx
YX δδ
δδ
 
2.3.3 Etude de l’évolution du rayon et de la trajectoire décrite par le 
centre 0(X0, Y0) lorsque r1<r2 
 
L’étude de l’évolution du rayon se bornera, dans un premier temps,  à la recherche des 
intervalles pour lesquels le rayon de courbure du ménisque est positif et ceux pour lesquels le 
rayon de courbure du ménisque est négatif puis comme nous l’avons établit lors de l’étude de 
cas n°=1, l’étude de la trajectoire permettra de connaître l’évolution du rayon de courbure. 
Nous choisissons d’étudier le signe du rayon en fonction de « α ». L’équation du rayon, 
donnée par l’équation (2.3.3.8) du système (S2.3.2.1), est indépendante du repère choisit. Nous 
la rappelons ici : 
( ) ( ) ( )1.3.3.2cos2cos4
cos44
210
10
2
2
2
1
2
0
EE θrrθαh
rhrrh
−−−
−−+ α  
Connaissant l’expression de l’évolution du rayon en fonction de α,  nous pouvons 
rechercher les intervalles de valeur de α pour lesquels le ménisque change de courbure  
Par construction, que quelque soit la valeur de α, la quantité αcos44 10222120 rhrrh −−+  
reste positive ou nulle car la valeur minimale de h0 est r1+r2. Ainsi la discussion sur le signe 
de R dépend de la valeur de ( ) ( ) EE θrrθαh cos2cos4 210 −−− :  
 
) L’intervalle de α dans lequel le rayon reste positif  correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est positive : ( ) ( ) 0cos2cos4 210 >−−− EE θrrθαh  
 
( ) ( ) Ζ∈+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
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h
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cos2cos
2
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0
211
0
211 ππ  
 
) La valeur de α pour laquelle ( ) ( ) EE θrrθαh cos2cos4 210 −−−  s’annule et le rayon devient 
infini correspond à la valeur de α pour laquelle on assiste à un  changement de courbure : 
 ( ) ( ) 0cos2cos4 210 =−−− EE θrrθαh  
 
( ) ( ) Ζ∈+⎟⎟⎠
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2
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) L’intervalle de α dans lequel le rayon reste négatif correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est négative  ( ) ( ) 0cos2cos4 210 >−−− EE θrrθαh  
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Les deux  tableaux suivants récapitulent la discussion et donne la forme du ménisque, 
l’expression de son rayon et la valeur de la pression capillaire réduite en fonction de 
α respectivement dans le cas où le fluide envahissant est non mouillant (0≤θE<π/2 ) et dans le 
cas où le fluide envahissant est mouillant (π/2< θE  ≤π)  : 
 
Tableau 9 : Forme du ménisque, Expression de son rayon et expression de la pression capillaire réduite en 
fonction de alpha pour un fluide envahissant non mouillant progressant entre deux cercles de diamètres 
différents 
 
 
Tableau 10 :  Forme du ménisque, Expression de son rayon et expression de la pression capillaire réduite 
en fonction de alpha pour un fluide envahissant mouillant progressant entre deux cercles de diamètres 
différents 
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Pour l’étude de la trajectoire, on se place dans le nouveau repère définit à la fin du 
paragraphe 2.3.2 par les formules de changement de repère 2.3.2.9. 
Dans ce nouveau repère, les équations (2.3.2.5) à (2.3.2.7) du système S2.3.2.1 se simplifient 
car :  
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Elles  deviennent : 
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On peut utiliser les équations (2.3.3.2) et (2.3.3.4) pour exprimer Y0 et X0  uniquement en 
fonction de R 
X0  est obtenu directement en utilisant l’équation (2.3.3.4) : ( ) R
h
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rrhX E
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Calculons maintenant 20X  : 
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Si on pose :  
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Eθh
rrA 22
0
2
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4
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Comme : 210 rrh +>  alors : 10 << A   
L’expression de  20X  devient : 
( ) ( ) ( ) ( )
2
0
2
2
2
1
02121
22
0 4cos
1cos1 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+++−+−+−=
h
rrhRrrARθrrRAX
E
E θ  
Remplaçons maintenant l’expression de 20X  dans l’équation (2.3.3.2) : 
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Après simplification, nous obtenons : 
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Posons maintenant : ( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
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Alors l’équation (2.3.3.5) se met sous la forme : ( )6.3.3.20220 =+− BATY  
L’équation (2.3.3.6) représente l’équation d’une conique dont nous précisons la nature par 
l’étude du signe de B : 
Tout à bord comme A>0 alors ( ) ( ) 0sin
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Pour savoir si B>0 il nous faut démontrer que : 0
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or : 
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Nous avons démontré que B était positif et l’équation (2.3.3.6) représente l’équation d’une 
hyperbole. 
Posons :  
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Alors l’équation (2.3.3.6) se met sous la forme finale : 
( )7.3.3.212
2
0
2
2
=−
b
Y
a
T  
Et nous savons que  
& b≥a 
& Les deux sommets de l’hyperbole sont situés en ±a. 
& Les deux foyers de l’hyperboles sont situés en 22 baT +±=   
& Lorsque Y0=0, alors T=±a 
& Lorsque Y0=±b, alors aT 2±=  
& Lorsque 220 baY +±= alors 2
2
2
b
aaT +±=  
& Lorsque 
a
bY
2
0 ±=  alors 22 baT +±=   
& Lorsque -a<T<a alors Y0 n’est pas défini. 
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Comme pour l’étude de cas n°=1, on peut tracer cette hyperbole et identifier la branche 
correspondant  au cas où le ménisque possède une courbure positive et la branche 
correspondant au cas où le ménisque possède une courbure négative, Figure 105  .  
 
Figure 105 : Tracer de l'hyperbole décrivant Y0 en fonction de T pour identifier la branche 
correspondant à un rayon de courbure positif et celle correspondant à un rayon de  courbure négatif 
lorsqu’un ménisque progresse entre deux cercles de diamètres différents. 
Le choix des branches de l’hyperbole est analogue à celui effectué lors de l’étude de cas 
n°=1.Toujours par analogie avec l’étude de n°=1,  on peut déduire de l’étude de la trajectoire, 
l’évolution du rayon et de la trajectoire au cours de la progression du ménisque entre deux 
cylindres de diamètres différents, Figure 106 : 
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Figure 106 Illustration des différentes étapes de décroissance du rayon de courbure d’un ménisque 
lorsqu’il progresse entre deux cercles de diamètre différents.  
En supposant que le ménisque débute sa progression entre les deux surface par sa position la 
plus stable et qu’il termine sa progression par son éclatement, la discussion sur l’évolution 
entre deux cylindres de diamètres différents se conduits de la façon suivante : 
Tout à bord nous commençons par le calcul des constantes A, a, b, c, d, e, Xm, Ym définies 
par : 
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& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre deux surface, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( ) ( )
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& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de    iR  jusqu’à -∞.Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées X0 et 
Y0 exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.2.4.7.a) : 
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Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon et 
qui correspondant au foyer négatif de la parabole de la Figure 105et que nous noterons FR−  
.Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
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Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.3.3.10.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient 
positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de « +∞ »jusqu’à sa leur critique Rburst 
correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de décroissance, la courbure du 
ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées X0 et Y0 exprimées en fonction 
de R sont données par le système d’équations (2.3.3.10.b) : 
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Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon et 
qui correspond au pôle positif de la parabole de la Figure 105 et que nous noterons FR+ .Pour 
cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.3.3.10.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surface, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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2.3.4 Etude de l’évolution du rayon et de la trajectoire décrite par le 
centre 0(X0, Y0) lorsque r1>r2 
Le cas r1>r2 correspond au cas particulier de l’étude de cas n°=2 pour lequel à partir du 
nouveau repère définit en fin de paragraphe 2.3.2, on effectue le changement de repère :  
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YY'
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Puis dans les équations obtenues, il faut changer les indices « 1 » en « 2 » et réciproquement : 
 
Effectuons les différents changements pour connaître l’influence de ces deux transformations 
sur les jeux  d’équations caractérisant l’évolution du ménisque : 
Les constantes A, a, b,  et c sont soumises uniquement au changement d’indice : 
Le système suivant : 
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devient après inversion des indices : 
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Par comparaison des systèmes S2.3.4.2 et S2.3.4.3, on en déduite que les expressions des 
constantes A, a, b et c sont  invariantes par changement d’indice. 
Les constantes d, e, Xm, Ym et les systèmes (2.3.3.10.a) et (2.3.3.10.b) doivent être soumis 
quant à eux au changement de variable (2.3.4.1) et au changement d’indice.   
Intéressons nous tout à bord à l’influence du changement de repère de coordonnées et à 
l’inversion des indices sur les coordonnées (X1, Y1) du centre O1 du cercle C1 et sur les 
coordonnées (X2, Y2) du centre O2 du cercle C2. Les valeurs initiales sont données par le 
système : 
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Après le changement de système de coordonnées définit par (2.3.4.1), le système S2.3.4.4 
devient :  
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Et après inversion des indices, S2.3.4.5 devient : 
 156
( )
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=
=
=
=
0'
0'
0'
2'
1
2
1
02
6.4.3.2
Y
Y
X
hX
S  
Par comparaison des systèmes S2.3.4.4 et S2.3.4.6, on voit que les coordonnées des centres C1 et 
C2, après changement de repère et inversion des indices, restent inchangées. 
Par conséquent, les constantes Xm et Ym  qui sont les coordonnées du milieu du segment 
[O1O2] restent invariantes par changement de repère de coordonnées et inversion des indices. 
Pour les systèmes (2.3.3.10.a) et (2.3.3.10.b) et pour les constantes e et d, on effectue en 
premier lieu le changement de repère donné par (2.3.4.1), on inverse les indices, on regarde 
l’influence de ces « deux opérations » sur les systèmes. Simultanément, un travail par 
identification, permet d’observer l’influence de « ces deux opérations » sur les constantes e et 
d. 
Considérons les équations du système (2.3.3.10.a) : 
Le système d’équation initial rappelé ici est : 
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Appliquons la première transformation correspondant au changement de repère (2.3.4.1) , on 
obtient : 
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Inversons maintenant les indices, le système 2.3.4.8 d’équation  devient : 
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Par comparaison des systèmes (2.3.4.9) et (2.3.4.10), nous voyons que les équations du 
système (2.3.4.10) et les constantes e et d sont invariants par changement de système de 
coordonnées et inversion des indices. 
On pourrait faire de même avec le système d’équation (2.3.3.10.b) et obtenir le même résultat. 
En conclusion : 
Si on se place dans le repère de coordonnées définit à la fin du paragraphe 2.3.3 et  à 
condition de définir le cercle C1 comme étant le cercle de gauche et C2 le cercle de droite. 
Les calculs des constantes A,a,b,c Xm et Ym et les équations exprimant X0 et Y0 en fonction 
de R sont identiques au ceux du paragraphes 2.3.3. 
La discussion sur l’évolution du rayon de courbure du ménisque et sur la trajectoire de son 
centre de courbure est aussi identique à celle du paragraphe 2.3.3. 
2.3.5 Etude de l’évolution du rayon et de la trajectoire décrite par le 
centre 0(X0, Y0) lorsque r1=r2 
Ici, le but est de vérifier que l’on retrouve les résultats de l’étude de Cas n°=1 en 
posant « 21 rr =  » : 
Pour se faire, il suffit de vérifier que si on pose « 21 rr =  », les constantes a,b,c,d,e, Xm etYm 
du paragraphe 2.3.3 et rappelées dans le système (2.3.5.1) sont identiques à celles du 
paragraphes 2.2.5 rapelées dans le système (2.3.5.2) : 
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Les calculs sont effectués en partant de (2.3.5.1) et en posant « 21 rr =  » : 
 159
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )( )
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=+=
=+=
−=
−=
−++−+=
−−
−++−+=
−+=
−−=
==
⇔
⎩⎨
⎧ ==
0
2
2
4
2
cos
162
cos44
816
sin
cos2
cos
4
1
1.5.3.2
21
0
21
0
2
2
2
1
0
21
2
0
22
2
2
1
2
2
2
12
0
2
22
21
2
0
22
2
2
1
2
2
2
1
2
0
4
02
221
2
2
0
2
21
21
21
YYY
hXXX
h
rre
h
θrrd
h
rrrrhAcb
θrrh
rrrrhhca
Aθ
A
rrc
θ
h
rrA
rrr
rrr
m
m
E
E
E
E
E
θ
 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )
( ) ( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=+=
=+=
=−=
=−=
+−+=−++−+=
−−
+−+=−−
−++−+=
−=−+=
=−=−−=
==
⇔
0
2
2
4
0
4
2
cos0
2
cos
16
0
2
2
162
cos44
02816
cos44
816
1sin
cos2
2sin
cos2
1cos
4
01cos
4
1
21
0
21
00
22
00
2
0
22
2
0
2
2
0
22
2
2
1
2
2
2
12
0
2
222
0
222
0
4
02
222
0
222222
0
4
02
22
2
2
0
2
2
2
0
2
21
YYY
hXXX
hh
rre
h
θ
h
θrrd
h
rhc
h
rrrrhAcb
θrrh
rhhc
θrrh
rrrrhhca
θ
rAθ
A
rrc
θ
h
θ
h
rrA
rrr
m
m
EE
EE
E
E
E
E
EE
θθ
 
 
 160
( )
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
+=
+=
=
=
+−=+−=−+=−+=
+−=+−=−+=−+=
−=−=−=
=
==
⇔
2
2
0
0
sin1coscos
2
2
sin1coscos
16
1616
coscos
cos
1sin
cos
1
21
21
2
0
222
0
2222
0
22
2
2
0
2
2
0
222
0
2222
0
22
2
0
22
0
4
02
22
21
YYY
XXX
e
d
hθrhθrrhθrrhcb
hθrhθrrhθr
h
rhhca
θrθrθrc
A
rrr
m
m
EEE
EEE
EE
E
E
E θθ
 
( )
CQFD
YYY
XXX
e
d
rc
rhb
rha
m
m
E
E
E
⇔
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+=
+=
=
=
−=
−=
−=
⇔
2
2
0
0
cos
sin
sin
2.5.3.2
21
21
222
0
222
0
θ
θ
θ
 
En conclusion :  
Lorsque « 21 rr =  », les équations proposées pour l’étude de cas n°=2, permettent de retrouver 
les équations proposées pour l’étude de cas n°=1. Il est alors possible de synthétiser 
l’ensemble des résultats indépendamment de la valeur des diamètres de C1 et C2 et de la 
mouillabilité du fluide envahissant.   
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2.3.6 Conclusion et synthèse de l’étude de cas n°=2 : « Evolution d’un 
ménisque de fluide mouillant ou non mouillant lors de sa progression 
entre deux cylindres de rayons quelconques dont les centres sont 
distants de 2h0 ».  
Lorsqu’un ménisque progresse entre deux cylindres dont les centres sont distants de 2h0, il est 
alors possible de décrire l’évolution du ménisque indépendamment de la mouillabilité du 
fluide envahissant et de la valeur des diamètres des deux cylindres : 
 
Figure 107: Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux cercles de diamètres 
quelconques dans un repère quelconque. 
Le système d’équations nécessaire et suffisant pour décrire l’évolution du rayon de courbure 
du ménisque et de son centre de courbure 0(x0, y0) dans un système de coordonnées 
quelconque est :  
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(x0, y0), (x1, y1) et (x2, y2) sont respectivement les cordonnées du centre de courbure du 
ménisque du cercle C1 et du cercle C2. α et β sont les angles définis par : 
& ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ AOOO 121 ,α   
& ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ 122 , OOBOβ  
Où A  est l’intersection du cercle représentant le ménisque avec le cercle C1 et  B 
l’intersection du cercle représentant le ménisque avec le cercle C2.  
Le rayon peut être exprimé en fonction de  α ou β  équation (2.3.6.3) ou (2.3.6.3bis). 
Les études de l’évolution du rayon par l’équation (2.3.6.3) et de celle de la trajectoire de 0(x0, 
y0) par les équations (2.3.6.1)  et  (2.3.6.2) ont permis de préciser le comportement du 
ménisque lors de sa progression entre deux cylindres de diamètres quelconques et 
indépendamment de la  mouillabilité du fluide envahissant. En supposant que le ménisque 
débute sa progression entre deux surfaces par sa position la plus stable et qu’il la termine par 
son éclatement. Le comportement du ménisque peut être décrit de la façon suivante : 
« Une fois que C1 et C2 sont convenablement identifiés », on commence par calculer les 
constantes A, a, b, c, d, e, f, xm et ym définies par : 
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Et par le calcul de l’angle δ définit comme l’angle orienté que forme la perpendiculaire au 
segment [O1O2] avec l’horizontale. 
& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre les deux surfaces, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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On remarquera que dans le cas de cylindres de même diamètre e et d sont nuls. Les 
coordonnées du centre de courbure correspondant à la position du ménisque la plus stable, 
sont alors confondues avec le milieu du segment [O1O2]. 
& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de    iR  jusqu’à -∞.Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 
exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.3.6.7.a) : 
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Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon 
que nous notons  FR− . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons :  
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Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.3.6.7.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient 
positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de « +∞ »jusqu’à sa leur critique Rburst 
correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de décroissance, la courbure du 
ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 exprimées en fonction de 
R sont données par le système d’équations (2.2.5.7.b) : 
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Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon 
que nous notons FR+ . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.3.6.7.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surface, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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On remarquera que dans le cas de cylindres de même diamètre les constantes e et d sont 
nulles. Les coordonnées du centre de courbure correspondant à l’éclatement du ménisque, 
sont alors confondues avec le milieu du segment [O1O2]. De plus, lorsque les cylindres sont 
de même diamètre alors  « α=β »  et la valeur de α correspondant au rayon de burst,  est 
donnée par :  
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−= − EE h
r θθα sinsin
0
1   
 
Pour des valeurs de rayons comprises entre Ri et Rburst  les coordonnées x0 et y0 ne 
sont pas définies, en conséquence,  le ménisque ne peut pas exister. On pourrait 
aussi calculer les dérivées première de X0 et Y0 en fonction de R dans le cas où il  
est positif et dans le cas où il est négatif et chercher la valeur de ces dérivées en Ri  et Rburst,on 
s’apercevrait que ces dérivées sont infinies. 
Pour finir, les équations (2.3.6.1) et (2.3.6.2) du système S2.3.6.1  nous servirons à résoudre 
l’interception d’une surface par le  ménisque. Or il existe un changement de repère qui permet 
de simplifier ces équations. La formule de changement de repère est, Figure 108 : 
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Figure 108 : Choix du nouveau repère de coordonnée simplifiant l'étude de l'évolution du ménisque 
lorsqu'il progresse entre deux cylindres de diamètres quelconques. 
Dans ce nouveau repère, le système S2.3.6.1 devient S2.3.6.2 et ces équations deviennent:  
( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−+−=
−+−
−+−=
−−−
−−+=
++=+−
++=+
13.6.3.2
2
1
12.6.3.2
cos2cos4
cos44
12.6.3.2
cos2cos4
cos44
11.6.3.2cos22
10.6.3.2cos2
2
21
2
210
210
20
2
2
2
1
2
0
210
10
2
2
2
1
2
0
2
22
2
2
0
2
00
1
22
1
2
0
2
0
2.6.3.2
YYXXh
bis
θrrθβh
rhrrhR
θrrθαh
rhrrhR
θRrRrYhX
θRrRrYX
S
EE
EE
E
E
β
α   
Par conséquent pour résoudre les problèmes d’interception d’une surface par le ménisque on 
se placera toujours dans ce repère dont les formules de changement de repère sont données 
par (2.3.6.9). Puis on pourra revenir dans le système de coordonnées initial par les formules 
suivantes : 
( ) ( )13.6.3.2
.sin.cos
.cos.sin
:,
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=∀
YXyy
YXxx
YX δδ
δδ
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2.4 Etude de Cas n°=3 : Evolution d’un ménisque lors de sa 
progression entre deux plans formant un angle « 2α »  entre elles. 
2.4.1 Positionnement du problème  
Etape Initiale (arc de cercle rouge) : 
Les plans sont représentés par les droites (D2) et (D1). Les droites (D2) et (D1) forment entre 
elles un angle égal à 2α. Le point E est le point d’intersection des droites (D1) et (D2). La 
droite (D5) est la bissectrice de l’angle formé par les droites (D2) et (D1). Initialement, le 
ménisque est accroché sur la droite (D2) en A0 et sur la droite (D1) en B0. On appelle β l’angle 
que fait le ménisque avec la droite (D1) en B0 et φ l’angle que fait le ménisque avec la droite 
(D2) en A0. Par construction, la droite (D5) est un axe de symétrie de la figure. Par conséquent 
O (x0, y0) appartient à la droite (D5) et A0 est le symétrique de B0 par rapport à (D5).  (D5) est 
donc aussi la médiatrice du segment [AB]. 
Initialement : 
⎩⎨
⎧
=
=
E
E
θφ
θβ
 
 
 
 
Figure 109 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux  droites formant entre elles 
un angle égal à deux alpha  dans un repère quelconque. 
 
Evolution (arc de cercle bleu) : 
En vertu de la loi d’avancée 1, le ménisque est représenté par un arc de cercle de centre O (x0, 
y0) et de rayon R. 
En vertu de la loi d’avancée 3, le  ménisque va progresser suivant les cercles C1 et C2 tout en 
conservant les angles ψ et φ égaux à l’angle d’équilibre θE.  
En vertu de la loi d’avancée  3, le  ménisque va progresser suivant les droites (D1) et (D2) tout 
en conservant en conservant les angles β et φ égaux à l’angle d’équilibre θE.  
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On appelle abscisse rectiligne SA, la distance d(A0,A) entre A0 et A. Elle est positive si le 
déplacement de A0 vers A est identique à celui du ménisque et vaut zéro en A0. De même On 
définit l’abscisse rectiligne SB, la distance d(B0,B) entre B0 et B. Elle est positive si le 
déplacement de B0 vers B est identique à celui du ménisque et vaut zéro en B0. 
Par symétrie par rapport à (D5), on a SA=SB=S. 
 
Lors des études de cas n°=1 et 2, nous avons vu que les équations nécessaires et suffisantes 
pour décrire l’évolution d’un ménisque entre deux surfaces étaient généralement 
indépendantes du repère choisi pour repère d’étude. Nous avons vu aussi que le choix 
judicieux d’un nouveau repère permettait de simplifier les mises en équations. 
Compte tenu de ces résultats, dans cette sous section, la procédure, pour établir le système 
d’équations et étudier l’évolution du rayon de courbure, est différente de celles employées 
pour les études de cas n°=1 et n°=2 : 
On effectue directement, Figure 110, un changement de repère de façon à ce que E, 
l’intersection de (D1) et (D2) soit la nouvelle origine du repère et que (D5) la bissectrice de 
l’angle formé par (D1) et (D2) soit le nouvel axe des ordonnées orienté dans le sens de 
l’écoulement. Les formules de changement de repère sont alors : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1.1.4.2⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
sinδyycosδxxY
sinδyysinδxxX
:yx,
EE
EE  
 
Figure 110 : Changement de bas pour simplifier l'étude d'un ménisque progressant entre deux droites 
formant entre elle un angle égal à 2 alpha 
 
On établit ensuite le système d’équations permettant de décrire l’évolution du ménisque entre 
les deux surfaces dans se nouveau repère. 
Pour obtenir les équations dans un système de coordonnées quelconque, on pourra toujours 
retourner dans l’ancien repère par la formule de changement de repère : 
( )2.1.4.2
.sin.cos
.cos.sin
⎩⎨
⎧
+−=
++=
YXyy
YXxx
E
E
δδ
δδ
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2.4.2 Système d’équations caractérisant le ménisque dans le nouveau 
repère.  
Nous allons maintenant déterminer, indépendamment de la mouillabilité du fluide 
envahissant, le système d’équations nécessaires et suffisantes pour caractériser un ménisque 
lors de sa progression entre deux plans formant un angle 2α  entre eux.  
Dans le nouveau repère,définit a la fin du paragraphe 2.4.1, le rayon R  du ménisque 
s’exprime très facilement grâce à l’outil mathématique n°=3 et le théorème de Thalès 
appliqué aux triangles EAB et EA0B0, Figure 111 : 
 
Figure 111 : Démonstration géométrique de l’expression du rayon lorsque les plans divergent dans le sens 
de l’écoulement. 
Nous obtenons une première relation d’égalité : 
( )1.2.4.2
00000 EB
EB
EA
EA
IB
BI
R
R ===  
Où : 
) R0 est la valeur du rayon de courbure du ménisque lorsqu’il est accroché en A0 et B0  
) R la valeur du rayon de courbure du ménisque lorsqu’il est accroché en A et B 
) EA est la distance : d(E,A) 
) EA0 est la distance : d(E,A0) 
) EB est la distance : d(E,B) 
) EB0 est la distance : d(E,B0) 
Dans le nouveau repère les abscisses rectilignes SA et SB  sont données par : ( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
−==
−==
bisEBEBBBdS
EAEAAAdS
B
A
2.2.4.2,
2.2.4.2,
00
00  
avec 
( )
( )⎩⎨
⎧
+=
+=
bisEBSEB
EASEA
B
A
3.2.4.2
3.2.4.2
0
0  
Pour déterminer le système d’équations, il suffit d’exprimer le vecteur 
⎯→⎯
EO  de deux façons : 
& Une expression de 
⎯→⎯
EO  en passant par (D2) et A 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ += AOEAEO  
 169
& Une expression de 
⎯→⎯
EO  en passant par (D1) et B 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ += BOEBEO  
Ces calculs son effectués en s’appuyant sur la Figure 112 : 
 
Figure 112 : Illustration des vecteurs mis en jeux pour calculer les coordonnées du rayon de courbure en 
s'apuyant sur chaque surface lors'un ménisque progresse entre deux droites formant un angle égal à deux 
alpha. 
Exprimons tout à bord 
⎯→⎯
EO  en passant par (D1) et B 
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +++=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +++=
⇔+= ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
α
π
γ
REBY
REBX
BOEBEO E
E
2
2
sinsin
2
coscos
0
0
πθγγ
πθγγ
 
Après simplification nous obtenons : ( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
+−−=
+−−=
5.2.4.2sincos
4.2.4.2cossin
0
0
E
E
αRαEBY
αRαEBX
θ
θ
 
Exprimons maintenant 
⎯→⎯
EO  en passant par (D2) et A 
( )
( )
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−+++=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−+++=
⇔+= ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
α
π
γ
REAY
REAX
AOEAEO E
E
2
2
2sin2sin
2
2cos2cos
0
0
πθαγαγ
πθαγαγ
 
Après simplification nous obtenons : 
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( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
−+=
−+−=
7.2.4.2sincos
6.2.4.2cossin
0
0
E
E
REAY
REAX
θαα
θαα
 
En regroupant, les équations (2.4.2.1) à (2.4.2.7), on obtient, un système initial d’équations 
caractérisant le ménisque : 
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−+=
−+−=
+−−=
+−−=
+=
+=
−==
−==
===
7.2.4.2sincos
6.2.4.2cossin
5.2.4.2sincos
4.2.4.2cossin
3.2.4.2
3.2.4.2
2.2.4.2,
2.2.4.2,
1.2.4.2
0
0
0
0
0
0
00
00
00000
1.2.4.2
E
E
E
E
B
A
B
A
REAY
REAX
αRαEBY
αRαEBX
bisEBSEB
EASEA
bisEBEBBBdS
EAEAAAdS
EB
EB
EA
EA
IB
BI
R
R
S
θαα
θαα
θ
θ
 
Soustrayons membre à membre les équations (2.4.2.5) et (2.4.2.7), pour obtenir une nouvelle 
relation entre EA et EB : 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎩⎨
⎧
+−−=
+−−=⇔
⎩⎨
⎧
−+=
+−−=
7.2.4.2sincos
5.2.4.2sincos
7.2.4.2sincos
5.2.4.2sincos
0
0
0
0
E
E
E
E
REAY
αRαEBY
REAY
αRαEBY
θαα
θ
θαα
θ
 
Nous obtenons, l’égalité (2.4.2.8) : ( ) ( )8.2.4.2cos0 αEAEB −=  
L’égalité (2.4.2.8), doit être valable quelque soit la valeur de cosα et les points A et B.  
La seule solution possible est donc que la différence entre EB et EA soit nulles quelque soit 
les points A et B choisis. Par conséquent  nous obtenons alors les égalités (2.4.2.9) et 
(2.4.2.9bis) respectivement entre EA et EB et entre EA0 et EB0 : 
 
( )
( )⎩⎨
⎧
=
=
bisEAEB
EAEB
9.2.4.2
9.2.4.2
00
 
En remplaçant, EA et EB par leurs expressions respectives (2.4.2.3) et (2.4.2.3bis) dans 
l’égalité (2.4.2.9) et en utilisant, l’égalité (2.4.2.9bis), nous vérifions que les abscisses 
rectilignes SA et SB  ont la même valeur : ( )
( )
( )
00
0
0
3.2.4.2
3.2.4.2
9.2.4.2
EBSEAS
bisEBSEB
EASEA
EAEB
BA
B
A
+=+⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
+=
=
 
Or : ( )bisEAEB 9.2.4.200 =  
Donc  ( )10.2.4.2SSS BA ==  
Ce résultat était annoncé plus haut car (D5) est un axe de symétrie de la figure, et comme les 
abscisses rectilignes sont des distances, l’égalité (2.4.2.10) est indépendante du repère de 
coordonnées choisi. 
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En utilisant l’équation (2.4.2.3bis) et en travaillant sur l’égalité (2.4.2.1), nous obtenons 
directement l’évolution de R en fonction de l’abscisse rectiligne S  : 
( )
( )
( )11.2.4.21
3.2.4.2
1.2.4.2
0
0
0
0
0
0
00
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=⇔
+=⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
=
EB
SRR
EB
EBS
R
R
bisEBSEB
EB
EB
R
R
 
Maintenant si on pose : 000 hIB = , en s’appuyant sur la Figure 111, nous voyons que : 
( )12.2.4.2sin1sin
000
0
hEBEB
h αα =⇔=  
En réinjectant cette égalité dans l’équation (2.4.2.11), nous obtenons l’équation finale 
exprimant R en fonction de sa valeur initiale R0 lors de son entrée entre les deux droites (D1) 
et (D2), de l’angle  2α  formé par ces deux droites et de l’abscisse rectiligne S  : 
( )13.2.4.2sin1
0
0 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=⇔ S
h
RR α  
Travaillons maintenant sur les équations (2.4.2.3) à (2.4.2.7) du système (S2.4.2.1) pour préciser 
la trajectoire du centre O(X0,Y0) et en remarquant, Figure 111 que les coordonnées de A et B 
sont données par: 
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=
−=
=
=
α
α
cos
sin
cos
sin
EAY
EAX
αEBY
αEBX
A
A
B
B
 
Après calcul, nous obtenons : 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+−
=−+−⇔
15.2.4.2
14.2.4.2
22
0
2
0
22
0
2
0
RYYXX
RYYXX
AA
BB  
D’après (2.4.2.14) et (2.4.2.15), quelque soit la valeur de S et de R et des coordonnées de A et 
B, O(X0,Y0)  est située sur la médiatrice du segment [AB]. 
De plus,  A  appartient à (D2), B  appartient à (D1) et  EAEB =   donc la médiatrice du 
segment [AB] est aussi la bissectrice de l’angle formé par les droites (D1) et (D2). 
En effectuant le même raisonnement mais en utilisant les coordonnées de A0 et B0, les 
équations (2.4.2.14) et (2.4.2.15) se mettent sous les formes équivalentes : ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−+=−+−
−+=−+−
17.2.4.2sin2
16.2.4.2sin2
222
00
2
00
222
00
2
00
EAA
EBB
SRRSYYXX
SRRSYYXX
θ
θ
 
Finalement, en remarquent,Figure 111 que les coordonnées des point A0 et B0 sont elles que : 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
==
=−=
αtan
0
0
00
00
hYY
hXX
AB
AB
 
La forme finale des équations (2.4.2.16) et (2.4.2.17) est : 
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( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−
19.2.4.2sin2
tan
18.2.4.2sin2
tan
22
2
0
0
2
00
22
2
0
0
2
00
E
E
SRRShYhX
SRRShYhX
θα
θα
 
Et nous pouvons conclure le paragraphe2.4.2. 
Conclusion : 
Lorsqu’un ménisque progresse entre deux droites formant entre elles un angle à 2α dont (D5), 
le système final d’équations nécessaires et suffisants permettant de décrire l’évolution de la 
trajectoire et du rayon du ménisque est : 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−+−=
−=
−+=−+−
−+=−+−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=
−+−−−+−=
−+−−−+−=
26.2.4.2
2
1
25.2.4.2
24.2.4.2sin2
23.2.4.2sin2
22.2.4.2sin1
21.2.4.2
20.2.4.2
2
00
2
000
0
0
222
00
2
00
222
00
2
00
0
0
2
0
2
0
22
2
0
2
0
22
2.2.4.2
ABAB
EAA
EBB
BEBEBEBE
AEAEAEAE
YYXXh
hR
SRRSYYXX
SRRSYYXX
S
h
RR
yyxxyyxxS
yyxxyyxxS
S
αθcos E
θ
θ
α
 
Où B0(XB0,YB0) et A0(XA0,YA0) sont les points d’accrochage initiaux du ménisque 
respectivement en (D1) et (D2). B(XB,YB) et A(XA,YA) sont les points d’accrochage du 
ménisque respectivement en (D1) et (D2). E est le point d’intersection des droites (D1) et 
(D2). Ces équations sont indépendantes du repère de coordonnées choisi pour repère d’étude. 
2.4.3 Etude de l’évolution du rayon et de la pression capillaire réduite. 
Pour l’étude de l’évolution du rayon de courbure nous utilisons l’équation (2.4.2.22) du 
système S2.4.2.2 et que nous rapelons ici : 
( )1.3.4.2sin1
0
0 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ += S
h
RR α  
Et calculons sa dérivée en fonction de l’abscisse rectiligne S, positive dans le sens de 
progression du ménisque, nous obtenons : 
( )2.3.4.2sin
0
0
h
R
S
R α=∂
∂  
Comme h0 est positif car c’est une distance, le signe de la dérivée de S
R
∂
∂  et donc l’évolution 
du rayon de courbure dépend de l’angle « α » qui traduit la convergence des plans dans  le 
sens de l’écoulement  et de la valeur initiale du rayon qui traduit la nature mouillante du 
fluide envahissant. 
Les évolutions du rayon de courbure et de la pression capillaire réduite peuvent être 
synthétisées dans les tableaux, à doubles entrées, suivants où « SE » représente la valeur de 
l’abscisse curviligne lorsque « B ou A » est confondu avec « E » : 
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Tableau 11 : Evolution du rayon de courbure du ménisque entre deux plans en fonction de la mouillabilité 
du fluide envahissant et de la convergence des plans dans le sens de l'écoulement 
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   Tableau 12 : Evolution de la pression capillaire réduite du ménisque entre deux plans en fonction de la 
mouillabilité du fluide envahissant et de la convergence des plans dans le sens de l'écoulement 
2.4.4 Etude de la trajectoire du centre O (XO,YO) 
Pour étudier,  la trajectoire du centre de courbure du ménisque, nous utilisons les équations 
(2.4.2.13), (2.4.2.18), (2.4.2.19)  et (2.4.2.25) du paragraphe 2.4.2 et que nous rappelons ici : 
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−=
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=
4.4.4.2
3.4.4.2sin2
tan
2.4.4.2sin2
tan
1.4.4.2sin1
0
0
22
2
0
0
2
00
22
2
0
0
2
00
0
0
αθcos E
hR
SRRShYhX
SRRShYhX
S
h
RR
E
E
θα
θα
α
 
On obtient l’expression de X0 en soustrayant (2.4.4.2) à (2.4.4.3) : 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
04
0
3.4.4.2sin2
tan
2.4.4.2sin2
tan
0
2
00
2
00
22
2
0
0
2
00
22
2
0
0
2
00
=−⇔
=+−−⇔
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −++
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−
X
hXhX
SRRShYhX
SRRShYhX
E
E
θα
θα
 
Dans le nouveau repère X0 est nul, ce qui était à prévoir car, le rayon de courbure est toujours 
situé sur la bissectrice de l’angle formé par les deux droites et que dans le nouveau repère 
cette bissectrice représente l’axe des ordonnées.  
En s’appuyant sur les équations, (2.4.4.1) et (2.4.4.4), et en utilisant la relation 
trigonométrique : ( ) bababa sinsincoscoscos +=−  
On exprime S en fonction du rayon : 
 
α
h
θR
α
RθS EE sin
cos
tan
1sin 0−+=  
On peut alors exprimer la quantité « ESRRS θsin222 −+  », uniquement en fonction de R. 
Après calcul on obtient : 
( )5.4.4.2
tansin
cossin2 20
2
022 h
α
hR
α
θSRRS EE +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=−+ θ  
On peut alors injecter cette dernière expression dans l’équation (2.4.4.2) et obtenir une 
relation entre Y0 et R : 
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( ) ( )
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −±=−⇔
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −⇔
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+⇔
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
=
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=−+
−+=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−
α
hR
α
θhY
α
hR
α
θhY
h
α
hR
α
θhYh
X
h
α
hR
α
θSRRS
SRRShYhX
E
E
E
E
E
E
tansin
cos
tan
tansin
cos
tan
tansin
cos
tan
0
tansin
cossin2
2.4.4.2sin2
tan
00
0
2
0
2
0
0
2
0
2
0
2
0
0
2
0
0
2
0
2
022
22
2
0
0
2
00
α
α
α
θ
θα
 
Pour lever l’indétermination sur le signe de la dernière expression, nous savons, Figure 111, 
que lorsque le rayon de courbure est nul alors, Y0 doit être confondu avec E, c'est-à-dire nul 
lui aussi. On choisit donc : 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=−
α
hR
α
θhY E
tansin
cos
tan
00
0 α  
C'est-à-dire : 
R
α
θY E
sin
cos
0 =  
Conclusion : 
Les coordonnées du centre de courbure dans le nouveau repère d’étude définit à la fin du 
paragraphe 2.4.1 s’expriment en fonction de R et sont données par : 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
=
R
α
θY
X
E
sin
cos
0
0
0
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2.4.5 Conclusion et synthèse de l’étude de cas n°=3 
Lorsqu’un ménisque progresse entre deux droites format entre elles un angle à  2α  dont (D5) 
la bissectrice de cet angle forme un angle  δ avec l’horizontale : 
 
Figure 113 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux  droites formant entre elles 
un angle égal à deux alpha  dans un repère quelconque. 
Le système final d’équations nécessaires et suffisantes pour décrire l’évolution de la 
trajectoire et du rayon du ménisque est : 
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=−+−
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=−+−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=
−=
−+−=
5.5.4.2
tansin
cos
4.5.4.2
tansin
cos
3.5.4.2sin1
2.5.4.2
1.5.4.2
2
1
2
0
2
02
00
2
00
2
0
2
02
00
2
00
0
0
0
0
2
00
2
000
1.5.4.2
h
α
hR
α
θyyxx
h
α
hR
α
θyyxx
S
h
RR
hR
yyxxh
S
E
AA
E
BB
ABAB
α
αθcos E
 
Où R et  (x0,y0)  sont le rayon et les coordonnées du centre du cercle représentant le ménisque. ( )
00
, AA yx  et ( )00 , BB yx  sont les coordonnées des point en lesquels, le ménisque est initialement 
accroché respectivement sur (D2) et (D1).  
L’abscisse curviligne « S », est définie positive dans le sens de l’écoulement. Elle exprime les 
distance : « S=d(A0,A)=d(B0,B) » et vaut SE lorsque A ou B est confondue avec E. 
Au cours de la progression du ménisque entre les deux plans représentés par les droites (D1) 
et (D2), la trajectoire du centre du ménisque, O(x0,y0),  est décrite par la droite (D5), à la fois 
bissectrice de l’angle formé par les droites (D2) et (D1) et médiatrice du segment [A0B0]. Son 
équation est donnée par : 
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( ) ( ) ( ) 022
2
:5
0000
0000
2222
=−+−+−+− OBAOBAABAB yyyxxxyyxxD  
L’étude des la trajectoire décrite par le centre de courbure O(x0,y0) du ménisque,  permet de 
préciser, la position du centre de courbure sur (D5) en fonction de R. Les coordonnées du 
centre de courbure exprimées en fonction de R sont données par:  
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
+=
+=
R
α
θyy
R
α
θxx
E
E
E
E
sin
cossin
sin
coscos
0
0
δ
δ
  
L’évolution du rayon de courbure dépend de l’angle α qui traduit la convergence des plans 
dans  le sens de l’écoulement  et de la valeur initiale du rayon qui traduit la mouillabilité du 
fluide envahissant. Les évolutions du rayon de courbure et de la pression capillaire réduite 
peuvent être synthétisées dans les tableaux, à doubles entrées, suivants où « SE » représente la 
valeur de l’abscisse rectiligne lorsque B ou A  est confondu avec  E : 
 
Tableau 13 : Evolution du rayon de courbure du ménisque entre deux plans en fonction de la mouillabilité 
du fluide envahissant et de la convergence des plans dans le sens de l'écoulement 
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   Tableau 14 : Evolution de la pression capillaire réduite du ménisque entre deux plans en fonction de la 
mouillabilité du fluide envahissant et de la convergence des plans dans le sens de l'écoulement 
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2.5 Etude de Cas n°=4 : Evolution d’un ménisque lors de sa 
progression entre une droite et un cercle de rayon « r1 » dont le 
centre est à la distance « h0 » de la droite : 
2.5.1 Positionnement du problème  
Etape Initiale (arc de cercle rouge) : 
Le plan et cylindre sont représentés respectivement par le cercle C1 de centre O1(X1,Y1) et par 
la droite (D1). O2 est la projection de O1 sur (D1) perpendiculairement à (D1). La distance 
d(O1,O2) est la distance du centre du cercle C1 à la droite (D1). Par définition, elle a pour 
valeur h0. La droite (D1) forme avec l’horizontale l’angle δ .On appelle la distance r2 la 
distance h0 augmentée du rayon r1 du cercle C1. 
Initialement, le ménisque est accroché sur le cercle C1 en  A0  et sur la droite (D1) en  O2.On 
appelle  ψ  l’angle que fait le ménisque avec la tangente au cercle C1 en  A0  et  φ  l’angle que 
fait le ménisque avec la droite (D1) en en O2 . 
Initialement : 
⎩⎨
⎧
=
=
E
E
θφ
θψ
 
 
Figure 114 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre une droite et un cercle dans un 
repère quelconque. 
 
Evolution (arc de cercle bleu) : 
En vertu de la loi d’avancée 1, le ménisque est représenté par un arc de cercle de centre O (x0, 
y0) et de rayon R. 
En vertu de la loi d’avancée 3, le  ménisque va progresser suivant le cercle C1 et la droite (D1) 
tout en conservant les angles ψ et φ égaux à l’angle d’équilibre θE.  
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On appelle α l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
AOBO 101 , .  
On appelle β l’angle ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ⎯→⎯⎯→⎯
BOOO 121 , . 
Lors des études de cas n°=1 et 2, nous avons vu que les équations nécessaires et suffisantes 
pour décrire l’évolution d’un ménisque entre deux surfaces étaient généralement 
indépendantes du repère choisi pour repère d’étude. Nous avons vu aussi que le choix 
judicieux d’un nouveau repère permettait de simplifier les mises en équations. 
Compte tenu de ces résultats, dans cette sous section, la procédure, pour établir le système 
d’équations et étudier l’évolution du rayon de courbure, est différente de celles employées 
pour les études de cas n°=1 et n°=2 : 
On effectue directement, un changement de repère de façon à ce que O1 soit la nouvelle 
origine du repère et que (D1) soit parallèle au nouvel axe des ordonnées orienté dans le sens 
de l’écoulement. Les formules de changement de repère sont alors : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1.1.5.2⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
sinδyycosδxxY
sinδyysinδxxX
:yx,
11
11  
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Figure 115 : Changement de base pour simplifier l'étude d'un ménisque progressant entre un cercle et une 
droite dont le centre du cercle est à la distance h0 de la droite 
On établit ensuite le système d’équations permettant de décrire l’évolution du ménisque entre 
les deux surfaces dans ce nouveau repère. Puis, on étudie simultanément la trajectoire décrite 
par le centre du rayon de courbure du ménisque dans le nouveau repère et l’évolution du 
rayon de courbure. Enfin, lors de la synthèse de l’étude de cas n°=4, on donnera les équations 
dans un système de coordonnées quelconque,  retournant dans l’ancien repère par la formule 
de changement de repère : 
( )2.1.5.2
.sin.cos
.cos.sin
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=
YXyy
YXxx
δδ
δδ
 
2.5.2 Système d’équations caractérisant le ménisque dans le nouveau 
repère  
Dans le nouveau repère d’étude, Figure 116,  
) la droite (D1) a pour équation : ( ) 0:1 hXD =  
) Les coordonnées de B (XB,YB) s’exprime en fonction de β et h0  par : 
⎩⎨
⎧
=
=
βtan0
0
hY
hX
B
B  
) Les coordonnées de A (XA,YA) s’exprime en fonction de α et h0 par : 
⎩⎨
⎧
=
=
α
α
sin
cos
1
1
rY
rX
A
A  
 
Figure 116 : Nouveau repère d'étude pour l’étude de cas n°=4 
Pour déterminer le système d’équations caractérisant le ménisque dans le nouveau repère, il 
suffit d’exprimer le vecteur 
⎯→⎯
OO1  de deux façons : 
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& Une expression de 
⎯→⎯
OO1  en passant par C1 et A 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ += AOAOOO 11  
& Une expression de 
⎯→⎯
OO1  en passant par (D1) et B 
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ += BOBOOO 11  
Il est alors nécessaire de calculer au préalable les vecteurs « 
⎯→⎯
AO et
⎯→⎯
BO  ». 
Cette étape préliminaire est  effectuée en s’appuyant sur la Figure 117, nous avons : 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛−=⎯→⎯
E
ERBO θ
θ
sin
cos
 et 
( )
( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−=⎯→⎯
E
ERAO θα
θα
sin
cos
 
 
 
Figure 117 : Illustration des vecteurs mis en jeux pour calculer les coordonnées du rayon de courbure en 
s'apuyant sur chaque surface lors'un ménisque progresse entre une droite et un cercle. 
 
Exprimons 
⎯→⎯
OO1  en passant par C1 et A : ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩⎨
⎧
−+=−+=
−+=−+=⇔+= ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
2.2.5.2sinsinsin
1.2.5.2coscoscos
10
10
11
EEA
EEA
RrRYY
RrRXX
AOAOOO θααθα
θααθα
 
Exprimons 
⎯→⎯
OO1  en passant par (D1) et B ( )
( )⎩⎨
⎧
−=−=
−=−=⇔+= ⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯
4.2.5.2sintansin
3.2.5.2coscos
00
00
11
EEB
EEB
RhRYY
RhRXX
BOBOOO θβθ
θθ
 
Les équations (2.5.2.1) à (2.5.2.4) forme le système d’équations initial (S2.5.2.1): 
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 ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−=
−=
−+=
−+=
42.5.2.sintan
32.5.2.cos
22.5.2.sinsin
12.5.2.coscos
00
00
10
10
2.5.2.1
E
E
E
E
RhY
RhX
RrY
RrX
S
θβ
θ
θαα
θαα
 
L’égalité entre les équations (2.5.2.1) et (2.5.2.3) permet d’obtenir l’expression de R en 
fonction de α : ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )52.5.2.coscos
cos
coscoscos
32.5.2.cos
12.5.2.coscos
10
10
00
10
EE
EE
E
E
rhR
RRrh
RhX
RrX
θαθ
α
θαθα
θ
θαα
−+
−=⇔
−+=−⇔
⎩⎨
⎧
−=
−+=
 
En élevant (2.5.2.1) et (2.5.2.2) au carré puis en les additionnant  membres à membres et en 
utilisant la relation trigonométrique : ( ) bbaba sinsincoscoscos α+=−  
Nous obtenons après calcul : ( )62.5.2.cos2 12212020 ERrRrYX θ++=+  
En élevant (2.5.2.3) et (2.5.2.4) au carré puis en les additionnant  membres à membres, nous 
obtenons après calcul : ( ) ( )72.5.2.tansin2cos2tan1 0022202020 βθθβ EE RhRhRhYX −−++=+  
L’égalité entre les équations (2.5.2.6) et (2.5.2.7) permet d’obtenir l’expression de R en 
fonction de  β : 
( )
( ) ( )
( )
( )
( )
( ) ( )bishhr
rhR
rhRhRhRr
RhRhRhRrRr
RhRhRhYX
RrRrYX
EE
EEE
EEE
EE
E
52.5.2.
tansin2cos2
tan1
tan1tansin2cos2cos2
tansin2cos2tan1cos2
72.5.2.tansin2cos2tan1
62.5.2.cos2
001
2
1
2
0
2
2
1
2
0
2
001
00
222
01
22
1
00
222
0
2
0
2
0
1
22
1
2
0
2
0
βθθ
β
ββθθθ
βθθβθ
βθθβ
θ
++
−+=⇔
−+=++⇔
−−++=++⇔
⎪⎩
⎪⎨⎧ −−++=+
++=+
 
Il est aussi possible d’obtenir l’expression du carré de la distance entre O(X0,Y0) et O2 
(X2,Y2). Pour se faire nous utilisons les équations (2.5.2.3) et (2.5.2.6) et les coordonnées de 
O2, Figure 116 : 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) E
E
EE
EE
E
E
E
E
RrhR
hr
hrrhYYXX
RrhRhrrhYYXX
RhhRrRrhYYXX
RrRrhRhhYYXX
RrRrXY
RhX
YhXhXYYXX
RhX
RrRrYX
YYXXOO
h
OO
θ
θ
θθ
θθ
θ
θ
θ
θ
cos2
cos2
cos22cos2
cos2cos2
cos2
cos
2
cos
cos2
0
10
2
01
012
10
2
20
2
20
10
2
0110
2
20
2
20
0
2
01
22
1
2
0
2
20
2
20
1
22
1
2
000
2
20
2
20
1
22
1
2
0
2
0
00
2
0
2
000
2
0
2
20
2
20
00
1
22
1
2
0
2
0
2
20
2
202
0
2
++++
−+=−+−⇔
+++−+=−+−⇔
+−+++=−+−⇔
++++−−=−+−⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
++=+
−=
++−=−+−
⇔
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−=
++=+
−+−=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=
⎯→⎯
⎯→⎯
 
Nous rappelons que par définition, nous avons posé : 102 rhr +=  
Ainsi la forme finale de l’équation précédente devient : 
( ) ( ) ( )( ) ( )82.5.2.cos2 222210
012
20
2
20 RrRrrh
hr
YYXX Eθ+++
−=−+−  
On peut alors augmenter le système d’équations initial en lui ajoutant les équations (2.5.2.5) à 
(2.5.2.8) et conclure le paragraphe 2.5.2. 
Conclusion : 
Lorsqu’un ménisque progresse entre une droite (D1) et un cercle C1 de rayon r1  dont le 
centre est à la distance  h0 de la droite et que l’on effectue un changement de repère tel que le 
centre du cercle soit la nouvelle origine du repère et que la droite soit parallèle au nouvel axe 
des ordonnées, le système final d’équations nécessaires et suffisantes pour décrire l’évolution 
de la trajectoire du centre de courbure et du rayon de courbure du ménisque est : ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )82.5.2.cos2
72.5.2.tantansin2tan1
62.5.2.cos2
52.5.2.
tansin2cos2
tan1
52.5.2.
coscos
cos
42.5.2.sintan
32.5.2.cos
22.5.2.sinsin
12.5.2.coscos
2
22
2
10
012
20
2
20
0
222
0
2
0
2
0
1
22
1
2
0
2
0
001
2
1
2
0
2
10
00
00
10
10
RrRr
rh
hrYYXX
RhRhYX
RrRrYX
bis
hhr
rhR
rhR
RhY
RhX
RrY
RrX
E
EE
E
EE
EE
E
E
E
E
θ
θβθβ
θ
βθθ
β
θαθ
α
θβ
θ
θαα
θαα
+++
−=−+−
+−++=+
++=+
++
−+=
−+
−=
−=
−=
−+=
−+=
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On utilisera dans les paragraphe suivants les équations (2.5.2.3), (2.5.2.5) et (2.5.2.6) pour 
étudier la trajectoire du centre de courbure du ménisque et l’évolution de son rayon de 
courbure. 
 
2.5.3 Etude de l’évolution du rayon de courbure du ménisque et de la 
trajectoire décrite par le centre 0(X0, Y0) de courbure dans le nouveau 
repère 
L’étude de l’évolution du rayon se bornera, dans un premier temps,  à la recherche des 
intervalles pour lesquels le rayon de courbure du ménisque est positif et ceux pour lesquels le 
rayon de courbure du ménisque est négatif puis comme nous l’avons établit lors de l’étude de 
cas n°=1, l’étude de la trajectoire permettra de connaître l’évolution du rayon de courbure. 
Nous choisissons d’étudier le signe du rayon en fonction de α. L’équation du rayon, donnée 
par l’équation (2.5.2.5) du système (S2.5.2.2), est indépendante du repère choisit. Elle est 
rappelée ici par : 
( ) ( )1.3.5.2coscos
cos10
EE
rhR θαθ
α
−+
−=  
Connaissant l’expression de l’évolution du rayon en fonction de α,  nous pouvons 
rechercher les intervalles de valeur de α pour lesquels le ménisque change de courbure  
Par construction, que quelque soit la valeur de α, la quantité αcos10 rh −   reste positive 
ou nulle car la valeur minimale de h0  est r1. Ainsi la discussion sur le signe de R dépend de la 
valeur de ( )EE θαθ −+ coscos :  
 
) L’intervalle de α dans lequel le rayon reste positif  correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est positive : ( ) 0coscos >−+ EE θαθ  
 
Ζ∈+<<+− kkαkθE ;222 ππππ  
 
) La valeur de α pour laquelle ( )EE θαθ −+ coscos  s’annule et le rayon devient infini 
correspond à la valeur de α pour laquelle on assiste à un  changement de courbure : 
 ( ) 0coscos =−+ EE θαθ  
 
Ζ∈+=+−= kkαoukθα E ;222 ππππ  
 
) L’intervalle de α dans lequel le rayon reste négatif correspond à un intervalle dans lequel 
la courbure du ménisque est négative  ( ) 0coscos <−+ EE θαθ  
 
Ζ∈++<<+ kkθαk E ;222 ππππ  
Les deux  tableaux suivants récapitulent la discussion et donne la forme du ménisque, 
l’expression de son rayon et la valeur de la pression capillaire réduite en fonction de 
α  respectivement dans le cas où le fluide envahissant est non mouillant (0≤θE<π/2 ) et dans le 
cas où le fluide envahissant est mouillant (π/2< θE  ≤π)  : 
 186
 
Tableau 15 : Forme du ménisque, Expression de son rayon de courbure et de la pression capillaire réduite 
en fonction de alpha pour un ménisque de fluide envahissant non mouillant progressant entre une droite 
et un cercle. 
 
Tableau 16 : Forme du ménisque, Expression de son rayon de courbure et de la pression capillaire réduite 
en fonction de alpha pour un ménisque de fluide envahissant mouillant progressant entre une droite et un 
cercle. 
Nous rappelons que l’objectif de l’étude de la trajectoire décrite par 0(X0, Y0), est d’exprimer  
X0, Y0 uniquement en fonction de R. L’étude de X0(R) et Y0(R) permet de distinguer la 
trajectoire du centre de courbure lorsque la courbure est négative et lorsque la courbure est 
positive. Elle permet aussi  de préciser l’évolution du rayon de courbure au cours de 
l’évolution du centre de courbure sur sa trajectoire. 
 Pour effectuer ces « opérations », nous utilisons les équations (2.5.2.3) et (2.5.2.6) du 
système d’équations (S2.5.2.2) et que nous rappelons ici par : ( )
( )⎩⎨
⎧
++=+
−=
3.3.5.2cos2
2.3.5.2cos
1
22
1
2
0
2
0
00
E
E
RrRrYX
RhX
θ
θ
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L’équation (2.5.3.2) donne directement une relation linéaire de X0 en fonction de R. 
Remplaçons donc X0 par son expression (2.5.3.2) dans l’équation (2.5.3.3) : ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )( )
( )( )
( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )2.5.3.4
tansin
cossin
tansin
cossin
tantan
sin
sincos2
sincos2
sincoscoscoscos
sincoscos
sincoscos
2.5.3.3cos2
2.5.3.2cos
2
12
2
012
0
2
0
2
2
012
2
12
2
012
0
2
0
2
2
012
2
2
01
2
012
0
2
1
2
0
22
010101
2
0
22
0101
2
0
22
0101
2
0
222
0
2
1
2
0
222
1
2
0
2
0
1
22
1
2
0
2
0
00
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −++=−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++⇔
−++=−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++⇔
+−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +++−=⇔
++++−=⇔
++−+=⇔
++−+−++=⇔
+−−+=⇔
++=+−⇔
⎩⎨
⎧
++=+
−=
rhrhYhrR
rhrhYhrR
hrhrRhrY
RhrRhrhrY
RRhrhrY
RRhRrRhRrY
RRhRrY
RRrYRh
RrRrYX
RhX
EE
E
E
EE
E
E
EE
E
EE
EE
EEEEE
EEE
EEE
E
E
θθ
θθ
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Comme « h0>r1», alors le membre de gauche de l’équation (2.5.3.4) est positif. 
Nous posons alors : ( )
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−=
−++=
−++=
+−=
cRT
rhrhb
rhrha
hrc
E
EE
E
E
2
12
2
012
0
2
12
2
012
0
2
01
tan
tansin
1
sin
cos
θ
θθ
θ
θ
 
Et l’équation (2.5.3.4)  se met sous la forme : 
( )5.3.5.212
2
0
2
2
=−
b
Y
a
T   
L’équation (2.5.3.5) représente l’équation d’une hyperbole. 
Et nous savons que  
& b≥a 
& Les deux sommets de l’hyperbole sont situés en ±a. 
& Les deux foyers de l’hyperboles sont situés en 22 baT +±=   
& Lorsque Y0=0, alors T=±a 
& Lorsque Y0=±b, alors aT 2±=  
& Lorsque 220 baY +±= alors 2
2
2
b
aaT +±=  
& Lorsque 2
2
0 a
bbY ±=  alors 22 baT +±=   
& Lorsque -a<T<a alors Y0 n’est pas défini. 
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On peut tracer cette hyperbole et identifier la branche correspondant  au cas où le ménisque 
possède une courbure positive et la branche correspondant au cas où le ménisque possède 
une courbure négative, Figure 118 : 
   
Figure 118 : Tracer de l'hyperbole décrivant Y0 en fonction de T pour identifier la branche 
correspondant à un rayon de courbure positif et celle correspondant à un rayon de  courbure négatif 
lorsqu’un ménisque progresse entre une droite et un cercle. 
Le choix des branches de l’hyperbole est analogue à celui effectué lors de l’étude de cas n°=1. 
Toujours par analogie avec l’étude de n°=1,  on peut déduire de l’étude de la trajectoire, 
l’évolution du rayon et de la trajectoire au cours de la progression du ménisque entre une 
droite et un cercle, Figure 119 : 
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Figure 119 : Illustration des différentes étapes de décroissance du rayon de courbure d’un ménisque 
lorsqu’il progresse entre une droite et un cercle. 
En supposant que le ménisque débute sa progression entre les deux surface par sa position la 
plus stable et qu’il termine sa progression par son éclatement, la discussion sur l’évolution 
d’un ménisque  entre un cylindre et une droite, indépendamment de la mouillabilité du fluide 
envahissant se conduit de la façon suivante : 
Tout à bord nous commençons par le calcul des constantes a, b, c, d, e, Xm, Ym définies par : 
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( )
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
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E
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θ
θ
θθ
 
& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre deux surfaces, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( ) ( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
===
++=++==
+−==
0
7.3.5.2
0
00
mi
iimi
i
YYY
dRehdReXYX
caRR
 
& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de    iR  jusqu’à -∞.Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées X0 et 
Y0 exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.5.3.8.a) : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=−−+=
++=++=
22
2
2
22
2
2
0
00
.8.3.5.2
bcR
a
bbcR
a
bYY
dRehdReXX
a
m
m
 
Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon et 
qui correspond au foyer négatif de la parabole de la Figure 118 et que nous noterons FR−  
.Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
( ) ( ) ( )
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=+==
++=++==
++−=
−
−−−
−
a
b
a
bYYY
dRehdReXXX
cbaR
a
mF
FFmF
F
22
0
00
22
1..8.3.5.2  
Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.5.3.8.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=−−=
++=++=
cR
a
bcR
a
bYY
dRehdReXX
a
m
m
2
2
2
2
0
00
2..8.3.5.2  
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) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient 
positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de « +∞ »jusqu’à sa leur critique Rburst 
correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de décroissance, la courbure du 
ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées X0 et Y0 exprimées en fonction 
de R sont données par le système d’équations (2.5.3.8.b) : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
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a
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b
m
m
 
Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon qui 
correspond au pôle positif de la parabole de la Figure 118 et que nous noterons FR+ .Pour 
cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
( ) ( ) ( )
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.5.3.8.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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( ) ( )
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& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surface, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( ) ( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
===
++=++==
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0
9.3.5.2
0
00
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burstburstmburst
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YYY
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caRR
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2.5.4 Conclusion et synthèse de l’étude de cas n°=4 
Lorsqu’un ménisque sa progresse entre une droite (D1), formant un angle δ  avec 
l’horizontale, et un cercle C1 de rayon r1  dont le centre est à la distance h0 de la droite : 
 
Figure 120 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre une droite et un cercle dans un 
repère quelconque. 
Le système d’équations nécessaires et suffisantes pour décrire l’évolution du rayon de 
courbure du ménisque et de son centre de courbure 0(X0, Y0) est :  
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Où, (x0, y0), (x1, y1) et (x2, y2) sont respectivement les cordonnées du centre de courbure du 
ménisque, du cercle C1 et de la projection du centre de C1 sur (D1), perpendiculairement à 
(D1).  α et β  sont les angles définis par : 
) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ AOOO 121 ,α    
) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ⎯→⎯⎯→⎯ BOOO 121 ,β   
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Où  A  est l’intersection du cercle représentant le ménisque avec le cercle C1 et  B 
l’intersection du cercle représentant le ménisque avec la droite (D1). Le rayon peut être 
exprimé en fonction de α ou β  équation (4) ou (4bis). Les études de l’évolution du rayon et 
de celle de la trajectoire de 0(x0, y0) ont permis de préciser le comportement du ménisque lors 
de sa progression entre une droite et un cercle indépendamment de la mouillabilité du fluide 
envahissant. Le comportement du ménisque peut être décrit de la façon suivante : 
Tout à bord, on commence par calculer les constantes a, b, c, d, e, f, xm et ym définies par : 
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Et par le calcul de l’angle δ définit comme l’angle orienté que forme la droite(D1) avec 
l’horizontale. 
& Si on suppose que le ménisque débute sa progression entre les deux surfaces, par sa 
position la plus stable, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
( ) ( )
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& La progression du ménisque entre les deux cylindres s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de    iR  jusqu’à -∞.Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 
exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.5.4.10.a) : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−++−=
−−+++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
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2.5.4.10.
bcR
a
bdReyy
bcR
a
bdRexx
a
m
m
δδ
δδ
 
Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon 
que nous notons  FR− . Pour ces valeurs particulières du rayon de courbure nous avons :  
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Lorsque caR +−<< , les équations du système (2.5.4.10.a) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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) « Lorsque R atteint la valeur -∞ », on assiste alors à une inversion de courbure. La 
courbure du ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient 
positif et « prend la valeur +∞ ». Il décroît alors de « +∞ »jusqu’à sa leur critique Rburst 
correspondant à l’éclatement. Lors de cette phase de décroissance, la courbure du 
ménisque reste positive. Et l’évolution des coordonnées x0 et y0 exprimées en fonction de 
R sont données par le système d’équations (2.5.4.10.b) : 
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⎪⎪⎨
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Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur particulière du rayon 
que nous notons FR+ . Pour cette valeur particulière du rayon de courbure nous avons : 
( ) ( )
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Lorsque caR +>> , les équations du système (2.5.4.10.b) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
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& Si on suppose que le ménisque termine sa progression entre deux surface, par son 
éclatement ou burst, alors, le rayon de courbure du ménisque et les coordonnées de son  
centre de courbure correspondants sont donnés par : 
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Pour finir, les équations (2.5.4.1) et (2.5.4.3) du système S2.5.4.1  nous servirons à résoudre 
l’interception d’une surface par le  ménisque. Or il existe un changement de repère qui permet 
de simplifier ces équations. La formule de changement de repère est, Figure 121 : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )12.4.5.2⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
sinδyycosδxxY
sinδyysinδxxX
:yx,
11
11  
 
Figure 121 : Changement de base pour simplifier l'étude d'un ménisque progressant entre un cercle et une 
droite dont le centre du cercle est à la distance h0 de la droite 
Dans ce nouveau repère, le système S2.5.4.1 devient S2.5.4.2 et ces équations deviennent:  
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Par conséquent pour résoudre les problèmes d’interception d’une surface par le ménisque on 
se placera toujours dans ce repère dont les formules de changement de repère sont données 
par (2.5.4.12). Puis on pourra revenir dans le système de coordonnées initial par les formules 
suivantes : 
( ) ( )19.4.5.2
.sin.cos
.cos.sin
:,
1
1
⎩⎨
⎧
+−=
++=∀
YXyy
YXxx
YX δδ
δδ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 197
2.6 Synthèse et applications de l’étude de l’évolution des 
caractéristiques du ménisque lors de sa progression entre deux 
surfaces  
Nous avons proposé une méthode générale permettant d’établir les équations traduisant 
l’évolution du rayon de courbure d’un ménisque et de la trajectoire de son centre de courbure 
lorsqu’il progresse entre deux surfaces quelconques. Nous avons appliqué avec succès cette 
méthode pour les études de cas n°=1 à 4. Le cheminement pas à pas de cette méthode est très 
lourd à mettre en œuvre. Pour valider la démarche, nous avons choisit l’étude de cas n°=1, qui 
est « l’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression entre deux cylindres de 
mêmes rayons  r  et dont les centres sont distants de 2h0. », Figure 122. Cette étude de cas est 
la plus simple à exploitée, c’est la raison pour laquelle nous l’avons choisit pour valider la 
procédure. 
 
Figure 122 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant deux cylindres de même rayon. 
Par la suite, un travail par analogie des résultats obtenus lors de l’étude de cas n°=1, a permis 
de simplifier les études de cas n°=2 à 4.Nous rappelons que : 
) L’étude de cas n°=2 est  « l’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre deux cylindres de rayons  différents et dont les centres sont distants de 2h0. »,. 
  
Figure 123 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux cercles de diamètres 
différentes. 
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) L’étude de cas n°=3 est  «L’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre deux plans formant un angle 2α entre elles »,Figure 124. 
 
Figure 124 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre deux  droites formant entre elles 
un angle égal à deux alpha. 
) L’étude de Cas n°=4 est «l’étude de l’évolution d’un ménisque lors de sa progression 
entre une droite et un cercle de rayon r1 dont le centre est à la distance h0 de la droite,. 
 
Figure 125 : Illustration de l'évolution d'un ménisque progressant entre une droite et un cercle. 
Il est à noter que l’étude de cas n°=3, ne représente pour le travail de 
thèse, qu’un intérêt secondaire et que nous l’avons étudiée de façon 
nécessaire et suffisante pour la construction des règles d’invasion dans 
un réseau de type rue américaine. Nous avons aussi démontré que 
l’étude de cas n°=1 était un cas particulier de l’étude de cas n°=2. Ainsi 
pour la suite du rapport nous ne considèrerons que les configurations 
d’écoulement se rapportant aux cas d’étude n°=2 et n°=4. 
Les résultats obtenus lors des études de cas °=2 et n°=4 présente des résultats analogues que 
nous pouvons synthétiser dans le sous paragraphe 2.6.1 
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2.6.1 Discussion sur l’évolution d’un ménisque entre deux surfaces 
indépendamment de la mouillabilité du fluide envahissant et de la nature 
des surfaces considérées 
L’étude de la trajectoire du centre de courbure et de l’évolution du rayon de courbure d’un 
ménisque lorsqu’il progresse entre deux surfaces commence par le calcul des constantes 
A,B,C,D,E,G ,xm et ym dont la valeur dépend des surfaces entre lesquelles progresse le 
ménisque et la mouillabilité du fluide envahissant.  
 
 
Au cours de sa progression entre deux surfaces, le ménisque peut arborer un rayon de 
courbure R positive ou négative .Et Suivant le signe du rayon de courbure, il est alors possible 
d’exprimer les coordonnées (x0,y0) du centre de courbure comme des fonctions de R : 
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Lorsque le rayon de courbure est négatif, les coordonnées (x0,y0) en fonction de R sont 
données par : 
( )
( ) ( )
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⎪⎪⎨
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Lorsque le rayon de courbure est positif, les coordonnées (x0,y0) en fonction de R sont 
données par : 
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Comme nous le verrons dans les prochaines études de cas, ces deux systèmes d’équations 
serviront à choisir les solutions physiquement acceptables parmi les rayons solutions lors des 
problèmes d’interception. Et le système (a) sera directement employé pour résoudre le cas de 
deux ménisques qui se touchent dans l’espace du pore et sont tangents. 
Nous savons aussi définir Ri, le rayon de courbure qui correspond à la plus grande stabilité du 
ménisque entre deux surfaces. Ri  est négatif. Sa valeur et les coordonnées du centre de 
courbure correspondantes sont donnés par : 
 ( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+−=
imi
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i
DREyy
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δ
δ
cos
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Dans la suite, on considérera que le ménisque débute toujours sa progression entre deux 
surfaces à partir de sa position la plus stable. 
Nous savons aussi définir Rburst, le rayon de courbure positif de plus faible valeur. Il 
correspond au moment où le ménisque, qui progresse entre les deux surfaces,  éclate. On parle 
de rayon d’éclatement ou rayon de burst. La valeur de Rburst  et les coordonnées du centre de 
courbure correspondantes sont donnés par : 
 ( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+=
burstmburst
burstmburst
burst
DREyy
DRExx
CAR
δ
δ
cos
sin4.1.6.2  
Dans la suite, on considérera, « au pire », que le ménisque finit sa progression entre deux 
surfaces par son éclatement. 
On sait aussi proposer deux autres valeurs du rayon de courbure qui nous servirons pour 
résoudre l’étude de cas de deux ménisques qui se touchent dans l’espace du pore et sont 
tangents. Ces deux valeurs sont appelées R+F et R-F. Elles sont respectivement positives et 
négatives. Leurs valeurs et les coordonnées du centre de courbure correspondantes sont 
données par : 
( ) ( )
( )⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
++−=
+++=
++−=
−−
−−
−
A
BDREyy
A
BDRExx
CBAR
FmF
FmF
F
2
2
22
sincos
cossin5.1.6.2
δδ
δδ  
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( ) ( )
( )⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−+−=
−++=
++=
++
++
+
A
BDREyy
A
BDRExx
CBAR
FmF
FmF
F
2
2
22
sincos
cossin6.1.6.2
δδ
δδ  
Dans un système de coordonnées quelconques, le ménisque vérifie deux équations qui 
permettent de résoudre les problèmes d’interception d’une surface par le ménisque, ces 
équations sont données par : 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )8.1.6.2cos2
7.1.6.2cos2
2
22
2
2
20
2
20
1
22
1
2
10
2
10
RrRryyxx
RrRryyxx
E
E
θε
θ
++=−+−
++=−+−
 
Cependant, pour les configurations d’écoulement considérées, nous savons spécifier un 
changement de repère de coordonnées particulier, qui permet de simplifier l’étude des 
interceptions d’un ménisque avec des surfaces. Ce changement de repère est donné par les 
formules suivantes : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )9.1.6.2sincos
sinsin
11
11
⎩⎨
⎧
−+−=
−−−=∀
δyyδxxY
δyyδxxX
:x,y  
Dans ce nouveau repère les équations (2.6.1.7) et (2.6.1.8) se simplifient et deviennent ( ) ( )
( )⎩⎨
⎧
++=+
++=
11.1.6.2cos2
10.1.6.2
1
22
1
2
0
2
0
00
ERrRrYX
DREhX
θ  
Dans ce nouveau repère les coordonnées du centre de courbure, dans le cas où le rayon de 
courbure est négatif sont données par : 
( )
( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=
++=
22
2
2
0
00
12.1.6.2
BCR
A
BY
DREhX
 
Les coordonnées du centre de courbure, dans le cas où le rayon de courbure est positif sont 
données par : 
( )
( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−−=
++=
22
2
2
0
00
13.1.6.2
BCR
A
BY
DREhX
 
En supposant que nous nous sommes placés dans un tel repère, nous pouvons maintenant 
discuter de l’évolution du rayon de courbure et de la trajectoire du centre de courbure d’un 
ménisque, lorsqu’il progresse entre deux surfaces indépendamment de la mouillabilité du 
fluide envahissant et de la nature des surfaces considérées. Pour ce faire, nous effectuons les 
hypothèses suivantes : 
) Le ménisque débute sa progression entre les deux surfaces à partir de sa position la plus 
stable. 
) Le ménisque finit sa progression entre les deux surfaces par son éclatement. 
Pour illustrer la discussion sur l’évolution du rayon de courbure et de la trajectoire du centre 
de courbure d’un ménisque qui progresse entre deux surfaces et pour montrer que cette 
discussion peut être menée indépendamment de la mouillabilité du fluide envahissant et de la 
nature des surfaces considérées, nous avons tracé,Figure 126, un ménisque qui progresse entre 
deux cylindres de diamètres différents et un ménisque qui progresse entre un cylindre et un 
plan, ceci pour plusieurs valeurs d’angle de contact (θE= 45°,70°,110°,135°). Dans la figure: 
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) Les longueurs sont adimensionnées par le rayon r1. 
)  Le ménisque progresse du bas vers le haut.  
) Les arcs de cercles rouges représentent le ménisque lorsque son rayon de courbure est 
négatif. En partant du bas vers le haut, le premier arc de cercle rouge en train plein 
correspond à la valeur Ri  et le second à la valeur R-F. Les arcs de cercles en pointillés 
représentent le ménisque pour des valeurs de rayon de courbure intermédiaires et choisies 
au hasard. 
) Les arcs de cercles bleus représentent le ménisque lorsque son rayon de courbure est 
positif. En partant du bas vers le haut, le premier arc de cercle bleu en train plein 
correspond à la valeur R+F et le second à la valeur Rburst. Les arcs de cercles en pointillés 
représentent le ménisque pour des valeurs de rayon de courbure intermédiaires et choisies 
au hasard. 
La discussion sur l’évolution du ménisque lorsqu’il progresse entre deux surfaces est menée 
de la façon suivante : 
 
) On suppose que la position initiale que cherche à prendre le ménisque lorsqu’il doit se 
positionner entre deux surfaces, correspond à sa valeur la plus table. C'est-à-dire la 
position pour laquelle la pression capillaire réduite est minimale et le rayon de courbure 
négatif  égal à Ri. 
) La progression du ménisque entre les deux surfaces s’effectue en deux étapes de 
décroissance du rayon : 
Tout à bord le rayon du ménisque décroît de iR  jusqu’à -∞. Lors de cette phase de 
décroissance, la courbure du ménisque reste négative. Et l’évolution des coordonnées X0 et 
Y0 exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations (2.6.1.12). Lors de 
cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur de rayon négative correspondant 
à R-F .Lorsque iRR << , les équations du système (2.6.1.12) peuvent être rapportées à leurs 
asymptotes, on a alors les approximations suivantes : 
( )
( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=
++=
CR
A
BY
DREhX
0
00
14.1.6.2  
 Lorsque R atteint la valeur -∞ , on assiste alors à une inversion de courbure. La courbure du 
ménisque devient alors positive. Dans cette nouvelle phase, le rayon devient positif et  prend 
la valeur +∞ . 
 Il décroît alors de  +∞ jusqu’à sa valeur critique Rburst correspondant à l’éclatement. Lors de 
cette phase de décroissance, la courbure du ménisque reste positive. Et l’évolution des 
coordonnées X0 et Y0 exprimées en fonction de R sont données par le système d’équations 
(2.6.1.13). Lors de cette phase de décroissance le ménisque passe par une valeur de rayon 
correspondant à R+C. Lorsque burstRR >> , les équations du système (2.6.1.13) peuvent être 
rapportées à leurs asymptotes qui sont les équations du système (2.6.1.14). 
& La position finale que prend le ménisque correspond, au moment où il éclate. C'est-à-
dire la position pour laquelle la pression capillaire réduite est minimale et le rayon de 
courbure positif égal à Rburst. 
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Figure 126: Evolution d'un ménisque entre deux surfaces indépendemment de la mouillabilté du fluide 
envahissant et de la nature des surfaces considérées. 
 
Pour finir, il est possible d’exprimer la valeur du rayon de courbure en fonction de α et β. 
L’expression du rayon de courbure exprimée en fonction de α est elle indépendante de la 
mouillabilité du fluide envahissant et de la nature des surface considérée, elle est donnée par : 
( ) ( ) Dθα
rEh
R
E −−
−+=
cos
cos10 αα  
En revanche, l’expression de R en fonction de β dépend quant à elle de la nature des surfaces 
entre lesquelles le ménisque progresse. 
Lorsque le ménisque progresse entre deux cylindres de diamètres différents, l’expression de R 
en fonction de β est donnée par : 
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( ) ( ) Dθβ
rEhR
E +−
−−=
cos
cos20 ββ  
Lorsque le ménisque progresse entre un cylindre et un plan, l’expression de R en fonction de 
β est donnée par : 
( ) ( )( ) βθθ ββ tansin2cos2 tan1 001
2
1
2
0
2
EE hhr
rhR ++
−+=  
Les expressions de R en fonction de α et β nous serons utiles par la suite pour résoudre le 
problème de deux ménisques, qui possédant une surface commune se touchent sur cette 
surface sans êtres tangents.  
2.6.2 Discussion sur l’application de l’étude d’un ménisque progressant 
entre deux surfaces dans un pore de mouillabilité mixte 
Il ressort des études de cas menées dans le cadre de ce travail, qu’il existe des équations mères 
à partir desquelles il est possible d’obtenir l’ensemble des résultats concernant l’évolution 
d’un ménisque entre deux surfaces, sous couvert bien entendu que le régime d’écoulement 
soit quasi-statique et gouverné par la capillarité :  
& Dans le cas où le ménisque progresse en s’appuyant sur un cylindre représenté par un 
cercle C1 de centre O1 (x1, y1) de rayon r1 alors, le centre de courbure du ménisque est situé 
sur un cercle de centre O1 (x1, y1) et dont le carré du rayon a pour 
valeur 211
2 cos2 rRrR E ++ θ . En d’autre terme l’équation vérifiée par le centre de courbure 
du ménisque est : 
 ( ) ( ) ( )1.2.6.2cos2 1221210210 ERrRryyxx θ++=−+−  
Où (x0,y0) sont les coordonnées du centre de courbure et θE est l’angle de contact de fait le 
ménisque sur le cercle C1 
& Dans le cas où le ménisque progresse en s’appuyant sur un plan représenté par une 
droite (D1) d’équation ax+by+c=0 , alors le centre de courbure du ménisque est situé à la 
parallèle à (D1) et dont la distance à la droite (D1) est ER θcos . C'est-à-dire l’équation 
vérifiée par le centre de courbure du ménisque est : 
( )2.2.6.20cos2200 =+±++ ERbacbyax θ  
& Plus généralement, dans le cas où le ménisque progresse en s’appuyant sur une surface 
représentée par une conique de la forme : 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
±=
=+
1
12
2
2
2
ε
ε
b
y
a
x
 
Alors le centre  de courbure du ménisque est situé sur une enveloppe de la surface. L’équation 
vérifiée par le centre de courbure du ménisque est alors : 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
±=
=+
1
12
2
2
2
ε
ε
d
y
c
x
 
Où c et d sont des  fonctions de R  que l’on détermine en choisissant deux positions connues 
du centre de courbure autour de la surface. 
 
On peut employer les équations mères pour établir les équations qui gouvernent l’évolution 
du ménisque entre deux surfaces sans se soucier de l’angle de contact à l’équilibre que doit 
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arborer le ménisque sur chacune des surfaces. On ouvre alors les perspectives de prendre en 
compte des pores de mouillabilité mixte. 
Pour illustrer nos propos, nous allons voir comment à peu de frais il est possible d’établir à 
partir des équations (2.6.2.1) et (2.6.2.2), les équations traduisant l’évolution d’un ménisque 
qui progresse entre deux surfaces de mouillabilités différentes et comment se construit la 
discussion de l’évolution du ménisque. 
Considérons,Figure 127 , un ménisque progressant entre un cylindre représenté par un cercle 
C1 et un plan représenté par une droite (D1) où l’angle de contact à l’équilibre sur le cercle 
C1 vaut θ1=120° et vaut θ2=60°  sur la droite. Les longueurs, sont adimensionnées par la 
valeur de rayon r1.   
 
Figure 127 Progression d'un ménisque entre un cylindre et un plans ne possédant pas le même angle de 
contact à l'équilibre. 
On effectue en premier lieu le changement de base (2.6.1.9) préconisé dans le paragraphe 
précédent. Dans le cas d’un ménisque progressant entre un cylindre et un plan d’angle de 
contacts différents, les équations vérifiées par le ménisque sont : ( )
( )⎩⎨
⎧
++=+
−=
2.6.2.4cos2
2.6.2.3cos
11
22
1
2
0
2
0
200
θ
θ
RrRrYX
RhX
 
L’expression de X0 en fonction de R est obtenue directement par l’équation (2.6.2.3). 
En l’élevant au carré et en remplaçant l’expression de 20X  par son expression dans (2.6.2.4). 
On obtient après calcul « une conique », généralement une hyperbole dont il faut discuter 
sachant que dans le repère choisit si le rayon de courbure tends vers -∞ alors Y0 doit tendre 
vers +∞ et inversement.  
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( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
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2
2
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0
2
1
2
0
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0
2
1
2
0
0211
2
2
22
0
2
1
2
0
11
22
1
2
0
2
0
2
22
02
2
0
2
0
sin
coscos
sin
coscossin
sin
coscos2sin
coscos2sin
coscos2cos1
2.6.2.4cos2
coscos22.6.2.3
θ
θθ
θ
θθθ
θ
θθθ
θθθ
θθθ
θ
θθ
hrhrRhrY
RhrRhrY
RhrRhrY
RhrRhrY
RrRrYX
RhRhX
+−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +++−=⇔
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +++−=⇔
+++−=⇔
++−+−=⇔
⎪⎩
⎪⎨⎧ ++=+
+−=⇒
 
Ici la conique obtenue après travail sur les équations est : 
( ) ( ) ( )5.2.6.2
sin
coscos
sin
coscossin 21
2
2
2
02112
0
2
0
2
2
2
0211
2
2 rhrhYhrR −++=−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++ θ
θθ
θ
θθθ  
Comme 10 rh > , alors le membre de droite de l’équation (2.6.2.5) est positif. (2.6.2.5) est donc 
bien une hyperbole 
 on pose alors : ( )
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−=
−++=
−++=
+−=
cRT
rhrhb
rhrha
hrc
2
1
2
2
2
02112
0
2
1
2
2
2
02112
0
2
2
2
0211
sin
coscos
sin
coscos
sin
1
sin
coscos
θ
θθ
θ
θθ
θ
θ
θθ
 
Et on obtient l’équation de l’hyperbolle : 
12
2
0
2
2
=−
b
Y
a
T  
& Les coordonnées du centre de courbure, dans le cas où le rayon de courbure est négatif  
sont données par : 
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=
−=
22
2
2
0
200 cos
6.2.6.2
bcR
a
bY
RhX θ
 
& Les coordonnées du centre de courbure, dans le cas où le rayon de courbure est positif 
sont données par : 
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−−=
−=
22
2
2
0
200 cos
7.2.6.2
bcR
a
bY
RhX θ
 
La position la plus table que peut trouver le ménisque lors de sa progression entre les deux 
surfaces est correspond au pole négatif de l’hyperbole (2.6.2.5) on a alors : 
( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
−=
+−=
0
cos8.2.6.2 20
i
ii
i
Y
RhX
caR
θ  
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Le moment de l’éclatement du ménisque correspond au pole positif de l’hyperbole, on a 
alors :  
( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=
−=
+=
0
cos9.2.6.2 20
burst
burstburst
burst
Y
RhX
caR
θ  
Les valeurs particulières du rayons de courbure FR− et FR+  correspondent respectivement aux 
foyers négatifs et positifs de l’hyperbole (2.6.2.5) 
On peut alors reprendre la même discussion sur l’évolution du rayon de courbure que celle 
effectuée au paragraphe 2.6.1. Là encore on voit que le comportement du ménisque entre les 
deux surfaces ne dépend pas de mouillabilité du fluide envahissant. 
Par l’exemple de la Figure 127, nous venons de démontrer que la méthode mise au point au 
cours des études de cas de la partie 2 était applicable à l’étude de l’évolution d’un ménisque  
dans des pores de mouillabilité mixte. Dès lors, il est  possible d’envisager des simulations 
dans des milieux poreux modèles de mouillabilité complexe se rapprochant de cas réels 
comme les G.D.L. par exemple où un recouvrement imparfait de la matrice de carbone par le 
téflon induit une forte hétérogénéité de la mouillabilité.  
On peut aussi envisager des simulations permettant d’optimiser les propriétés de transferts 
d’un système poreux en jouant sur distribution spatiale contrôlée de sa mouillabilité.   
2.6.3 Classement chronologique des évènements par la valeur du 
potentiel d’invasion. 
Il ressort de l’observation des images de progression de ménisques de la Figure 126 que : 
1) Si un ménisque commence sa progression entre deux surfaces par une courbure 
positive, et si plusieurs évènements sont associés à des courbures positives, c’est l’événement 
associé au rayon de courbure de plus grande valeur qui se produit en premier. 
2) Si un ménisque commence sa progression entre deux surfaces par une courbure 
négative, se sont les événements associés aux rayons de courbure négatifs qui 
chronologiquement se produisent en premier. Pour plusieurs évènements associés à des 
courbures négatives, c’est l’événement associé au rayon de courbure de plus grande valeur qui 
se produit en premier. Si aucun évènement c’est produit lorsque la courbure du ménisque était 
négative, on s’intéresse alors aux évènements associés à la courbure positive et la chronologie 
des évènements est discutée comme en 1). 
Or par convention, le rayon de courbure du ménisque est défini positif lorsque la courbure est 
dans le même sens que le sens de progression du ménisque. Le rayon de courbure du 
ménisque est défini négatif lorsque la courbure du ménisque est opposée au sens de 
l’écoulement. 
 
Figure 128 : Convention de signe pour le rayon de courbure. 
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De plus, lorsque les effets capillaires sont prédominants sur les effets gravitaires et visqueux, 
la pression dans le fluide envahissant est donnée par le loi de Laplace Young par : 
( )1.3.6.211
2
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +=
CC
Capillaire RR
P γ   
Où γ est la tension superficielle, RC et RC2 sont respectivement les rayons de courbure 
principaux du ménisque dans le plan d’étude et dans le plan perpendiculaire au plan d’étude. 
En supposant que 
2
1
CR
 est constant et/ou négligeable par rapport à  
CR
1 ,l’invasion est 
gouvernée par le rayon de courbure dans le plan d’étude et  l’équation (6.1.1.1) peut se mettre 
sous la forme : 
( )2.3.6.211
2 CC
Capillaire
C RR
P
P =−= γ  
Où PC est le appelé potentiel d’invasion.  
En utilisant le potentiel d’invasion PC et la convention de signe pour le rayon de courbure 
dans le plan d’étude, la discussion sur la chronologie des évènements se discute simplement 
en disant que « l’évènement  qui se produit le premier est l’évènement associé au potentiel 
d’invasion le plus faible ».    
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3. Etude générale des problèmes d’interception et de 
contact  
3.1 Etude des problèmes d’interception d’une surface par un 
ménisque  
Compte tenu des images de progression de ménisques de la Figure 126, nous supposerons 
q’un ménisque ne peut intercepter une surface que s’il possède un rayon de courbure positif. 
Nous avons vu au cours du chapitre précédent qu’il existait un changement de repère dans 
lequel,  les équations vérifiées par le ménisque, lorsque son rayon de courbure était positif, 
étaient : 
( ) ( )
( )
( ) ( )⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−−−=
++=+
++=
3.1.3
2.1.3cos2
1.1.3
22
2
2
0
1
22
1
2
0
2
0
00
BCR
A
BY
RrRrYX
DREhX
Eθ  
Nous avons vu aussi que lorsque le rayon de courbure du ménisque était positif, alors  
ménisque était défini [ [+∞∈∀ ;burstRR  et que l’évolution du ménisque sur cet intervalle était 
une décroissance de +∞ vers Rburst. Rburst est le rayon de courbure du ménisque au moment où 
il éclate donné par :  ( )4.1.3CARburst +=  
Dans les équations précédentes, l’information sur la nature géométrique (cercle ou droite ) et 
la mouillabilité des surfaces entre lesquelles progresse le ménisque est contenue dans les 
constantes A,B,C,D,E. Ces constantes sont données dans le sous paragraphe  2.6.1. 
Mathématiquement, les problèmes d’interception peuvent être traités indépendamment de la 
nature géométrique (cercle ou droite ) et de la mouillabilité des surfaces. 
Compte tenu des objets géométriques que nous utilisons pour modéliser les surfaces, il existe 
deux problèmes d’interceptions qui sont : 
& L’interception d’un cylindre par le ménisque,Figure 129 : 
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Figure 129 : Interception d'un cylindre par un ménisque progressant entre deux surfaces 
Dans ce cas, le ménisque doit vérifier une équation supplémentaire qui est : 
( ) ( ) ( ) ( )5.1.323230230 RRYYXX +=−+−  
Où X3,Y3 et R3 sont respectivement les coordonnées du centre et le rayon du cercle 
représentant le cylindre dans le plan d’étude. 
Les équations (3.1.1), (3.1.2) et (3.1.5) constituent alors un système de 3 équations à 3 
inconnues dont la résolution est équivalente à la résolution d’un polynôme de degré 2. La 
résolution de ce polynôme apporte deux solutions mathématiques. Le choix de la racine est 
alors discuté en tenant compte de l’évolution du ménisque et de l’équation (3.1.3). 
 
& L’interception d’un plan par le ménisque, Figure 130: 
 
 
Figure 130 : Interception d'un plan par un ménisque progressant entre deux surfaces 
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Dans ce cas, la surface interceptée par le ménisque est représentée, dans le plan d’étude, par 
un segment de droite dont l’équation est : 
 ( )6..130=++ ppP cYbXa  
Le ménisque doit vérifier une équation supplémentaire qui est : 
( )7..132200 RbacYbXa pppPp +=++  
La valeur absolue de l’équation (3.7) rend compte de la position relative du ménisque par 
rapport au plan qu’il intercepte. Pour nos études de cas, on se ramène toujours à une équation 
de la forme : 
( )8..132200 RbacYbXa pppPp +−=++  
Encore une fois, Les équations (3.1.1), (3.1.2) et (3.1.8) constituent un système de 3 équations 
à 3 inconnues dont la résolution est équivalente à la résolution d’un polynôme de degré 2. La 
résolution de ce polynôme apporte deux solutions mathématiques. Le choix de la racine est 
alors discuté en tenant compte de l’évolution du ménisque, de l’équation (3.1.3) et d’un 
critère géométrique qui est la position du point de contact du ménisque avec la droite par 
rapport aux deux points du segment délimitant la surface.  
3.1.1 Méthode générale  de résolution de l’interception d’un cylindre par 
un ménisque progressant entre deux surfaces. 
Le système d’équations à résoudre est : ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=−+−
++=+
++=
3..11.3
2..11.3cos2
1..11.3
2
3
2
30
2
30
1
22
1
2
0
2
0
00
RRYYXX
RrRrYX
DREhX
Eθ  
En soustrayant membre à membre (3.1.1.2) et (3.1.1.3), nous obtenons un relation linéaire 
entre X0,Y0 et R : 
 
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )4..11.3cos
2
3..11.3
2..11.3cos2
0
3
3
3
31
3
2
3
2
3
2
3
2
1
0
2
3
2
30
2
30
1
22
1
2
0
2
0
Y
X
YR
X
Rr
X
XYRrX
RRYYXX
RrRrYX
E
E
−−+++−=⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=−+−
++=+
θ
θ
 
En soustrayant membre à membre les équations (3.1.1.4) et (3.1.1.1), nous obtenons une 
relation linéaire entre Y0 et R : 
  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )5..11.3cos
2
2
4..11.3cos
2
1..11.3
3
331
3
30
2
3
2
3
2
3
2
1
0
0
3
3
3
31
3
2
3
2
3
2
3
2
1
0
00
R
Y
DXRr
Y
XEhXYRrY
Y
X
YR
X
Rr
X
XYRrX
DREhX
E
E
−−++−++−=⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−+++−=
++=
θ
θ
 
En remplaçant dans l’équation (3.1.2), X0 et Y0 par leurs expressions respectives (3.1.1.1) et 
(3.1.1.5), puis en développant et en regroupant, nous obtenons un polynôme de degré 2 en R : 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )6..11.30
2..11.3cos2
5..11.3cos
2
2
1..11.3
2
1
22
1
2
0
2
0
3
331
3
30
2
3
2
3
2
3
2
1
0
00
=++⇔
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
++=+
−−++−++−=
=++=
RRR
E
E
cRbRa
RrRrYX
R
Y
DXRr
Y
XEhXYRrY
DREhX
θ
θ
 
Où les coefficients du polynôme sont donnés par (3.1.1.7) : 
( )
( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
−+−++−++=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−−+−++−++=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−−+=
2
12
3
2
30
2
3
2
3
2
3
2
12
0
12
3
33130
2
3
2
3
2
3
2
1
0
2
3
2
3312
4
2
cos2cos22
1cos
7.1..13
r
Y
XEhXYRrEhc
r
Y
DXRrXEhXYRrEhDb
Y
DXRrDa
R
E
E
R
E
R
θθ
θ
La résolution de ce polynôme amène à 2 solutions. La discussion des critère pour q’une 
solution soit retenue se fait de la façon suivante : 
1. Le ménisque doit toucher la surface avec un rayon de courbure positif donc si la 
solution est négative alors elle n’est par retenue. Si elle est positive, alors on passe à 
l’étape 2. 
2. Le ménisque est définit sur l’intervalle [ [+∞;burstR  donc si la solution positive est 
inférieure à Rburst cela signifie que le ménisque a éclaté avant d’intercepter la surface. 
Donc, si la solution est inférieure à  Rburst, elle n’est pas retenue, sinon on passe à 
l’étape 3. 
3. Il est possible que la solution remporte tous les critères précédents mais que le centre 
de courbure ne soit pas situé sur la branche de l’hyperbole qui correspond à sa 
trajectoire physique. Il faut alors effectuer le dernier critère de sélection  suivant : 
a. Pour la solution  retenue, calculer les coordonnées du centre de courbure par 
les équations : 
 
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−−=
++=
8..11.3
1.1.3
22
2
2
0
00
BCR
A
BY
DREhX
 
b. Puis vérifier que le ménisque et le cylindre sont tangents, en vérifiant l’égalité 
suivante :  
( ) ( ) ( ) ( )3..11.323230230 RRYYXX +=−+−  
4. Si la solution remporte les trois critères précédents, alors le ménisque aura intercepté 
le cylindre avant d’éclater. 
Dans l’éventualité ou les deux rayons remporte les critères de sélection. Sachant que le 
ménisque décroît de +∞ vers Rburst, alors la solution retenue est le rayon de plus grande valeur. 
3.1.2 Méthode générale  de résolution de l’interception d’un plan par un 
ménisque progressant entre deux surfaces. 
Le système d’équations à résoudre est : 
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( ) ( )
( )
( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
+−=++
++=+
++=
3.2..13
2.2..13cos2
1.2..13
22
00
1
22
1
2
0
2
0
00
RbacYbXa
RrRrYX
DREhX
pppPp
Eθ  
En multipliant (3.2.1) par ap puis en soustrayant (3.1.2.1) et (3.1.2.3) membre à membre, nous 
obtenons une relation linéaire entre Y0 et R :  ( ) ( )
( )
( ) ( )( ) ( )4.2..131
3.2..13
1.2..13
22
00
22
00
00
RbaDaEhac
b
Y
RbacYbXa
DREhX
ppppp
P
pppPp
+++++−=⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=++
++=
 
En remplaçant dans l’équation (3.1.2.2), X0 et Y0 par leurs expressions respectives (3.1.2.1) 
et (3.1.2.4), puis en développant et en regroupant, nous obtenons un polynôme de degré 2 en 
R : 
( ) ( )
( )
( ) ( )( ) ( )
( )5.2..130
4.2..131
2.2..13cos2
1.2..13
2
22
00
1
22
1
2
0
2
0
00
=++⇔
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+++++−=
++=+
++=
RRR
ppppp
P
E
cRbRa
RbaDaEhac
b
Y
RrRrYX
DREhX
θ
 
Où les coefficients du polynôme sont donnés par (3.1.2.6) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
−++++=
−++++++=
−+++=
2
12
02
0
12
0
22
0
2
2
22
2
cos222
1
(3.1.2.6)
r
b
Ehac
Ehc
r
b
EhacbaDa
EhDb
b
baDa
Da
P
pp
R
E
P
ppppp
R
P
ppp
R
θ  
La résolution de ce polynôme amène à 2 solutions. La discussion des critères pour q’une 
solution soit retenue se fait de la façon suivante : 
1. Le ménisque doit toucher la surface avec un rayon de courbure positif donc si la 
solution est négative alors elle n’est par retenue. Si elle est positive, alors on passe à 
l’étape 2.  
2. Le ménisque est définit sur l’intervalle [ [+∞;burstR  donc si la solution positive est 
inférieure à Rburst cela signifie que le ménisque a éclaté avant d’intercepter la surface. 
Donc, si la solution est inférieure à  Rburst, elle n’est pas retenue, sinon on passe à 
l’étape 3. 
3. Il est possible que la solution remporte tous les critères précédents mais que le centre 
de courbure ne soit pas situé sur la branche de l’hyperbole qui correspond à sa 
trajectoire physique. Il faut alors effectuer le critère de sélection  suivant : 
a. Pour la solution, calculer les coordonnées du centre de courbure par les 
équations : 
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( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−−=
++=
7.2..13
1.2..13
22
2
2
0
00
BCR
A
BY
DREhX
 
b. Puis vérifier que le ménisque et le plan sont tangents en vérifiant l’égalité 
suivante :  
( )3.2..132200 RbacYbXa pppPp +−=++  
4. Il se peut que la solution soit mathématiquement bonne, mais que le point de contact 
du ménisque avec la droite soit situé à l’extérieur du segment qui délimite la surface, il 
faut alors effectuer un dernier test pour vérifier que le point de contact soit à l’intérieur 
du segment. En supposant que le segment de droite soit formé des points A(XA,YA) et 
B(XB,YB),ce test est effectué de la façon suivante : 
a. En utilisant les coordonnées du centre du ménisque calculées à l’étape 3.a, et la 
valeur du rayon solution à tester, calculer le point d’interception M par : 
( )
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
++=
++=
P
PP
M
P
PP
M
b
ba
RYY
a
ba
RXX
220
220
8.2..13
ε
ε
, où ε =±1 
b. Vérifier que la distance entre A et B est égale à la somme de la distance entre 
A et M et et de la distance entre M et B, en vérifiant l’égalité suivante : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )9.2..13222222 BMBMMAMABABA YYXXYYXXYYXX −+−+−+−=−+−
 
5. Si la solution remporte les quatre critères précédents alors, le ménisque aura intercepté 
le plan avant d’éclater. 
Dans l’éventualité où les deux rayons remportent les critères de sélection. Sachant que le 
ménisque décroît de +∞ vers Rburst, alors la solution retenue est le rayon de plus grande valeur. 
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3.2 Etude des problèmes de contact de deux ménisques 
progressant sur une surface commune.  
Nous définissons en premier lieu l’espace du pore pour un réseau de type rues américaines et 
pour un réseau de cylindres et qui restera valable pour l’étude des problèmes de contact de 
deux ménisques qui se touchent dans l’espace du pore et sont tangents.   
Dans le cas des réseaux de type rues américaines, l’espace du pore, ci-dessous, en jaune, est 
un carré de côté AL dont le centre est confondu avec le centre du pore  privé des parties 
solides constituant les picots. 
 
Figure 131 : Espace de pore dans un réseau de type rues américaines. 
Dans le cas des réseaux de cylindres, on distingue les pores centraux et de côté. Dans les deux 
cas, l’espace du pore est représenté, ci-dessous, en jaune. Pour les pores centraux, l’espace du 
pore est le carré représentant le pore privé des cylindres constituant les picots. Pour les pores 
de côtés, l’espace du pore est le rectangle représentant le pore privé des cylindres constituant 
les picots. 
 
Figure 132 : Espace de pore dans un réseau de cylindres uniformément répartis et de diamètres variables. 
Deux ménisques sont présents dans l’espace du pore. Le premier ménisque sera appelé 
« ménisque a » et les constantes ou variables qui lui seront associées prendrons l’indice « a ». 
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Le second ménisque sera appelé « ménisque b » et les constantes ou variables qui lui seront 
associées prendrons l’indice « b ». 
En ce qui concerne le « ménisque a », nous avons vu à la fin du chapitre 2 que :  
) Lorsque le rayon de courbure est négatif, les coordonnées (x0a,y0a) en fonction de R sont 
données par : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−++−=
−−+++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
cossin
1.2.3
aa
a
a
aaaamaa
aa
a
a
aaaamaa
BCR
A
BRDEyy
BCR
A
BRDExx
δδ
δδ
 
) Lorsque le rayon de courbure est positif, les coordonnées (x0a,y0a) en fonction de R sont 
données par : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−−+−=
−−−++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
cossin
2.2.3
aa
a
a
aaaamaa
aa
a
a
aaaamaa
BCR
A
BRDEyy
BCR
A
BRDExx
δδ
δδ
 
) L’ensemble de définition du ménisque a est : ] ] [ [+∞∪∞−∈∀ ;; burstaia RRR  
) Pour les valeurs négatives, le rayon de courbure du ménisque a décroît de  Ria vers -∞  
) Pour les valeurs positives, le rayon de courbure du ménisque a décroît de  +∞ vers Rbursta  
Ria et Rbursta sont les valeurs du rayon de courbure correspondant respectivement à la position 
la plus stable du ménisque entre les deux surfaces et le moment où il éclate. Les 
caractéristiques du ménisque, pour ces deux valeurs de rayon de courbure sont données par :  
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+−=
iaaaamaia
iaaaamaia
aaia
RDEyy
RDExx
CAR
δ
δ
cos
sin3.2.3  
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+=
burstaaaamabursta
burstaaaamabursta
aabursta
RDEyy
RDExx
CAR
δ
δ
cos
sin4.2.3  
L’ensemble des constantes Aa Ba Ca Da Ea  xma yma  et δa dépend de la nature géométrique 
(cercle ou droite), de l’orientation et de la mouillabilité des surfaces entre lesquelles progresse 
le ménisque a. 
De même, en ce qui concerne le « ménisque b » :  
) Lorsque le rayon de courbure est négatif, les coordonnées (x0b,y0b) en fonction de R sont 
données par : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−++−=
−−+++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
cossin
5.2.3
bb
b
b
bbbbmbb
bb
b
b
bbbbmbb
BCR
A
BRDEyy
BCR
A
BRDExx
δδ
δδ
 
) Lorsque le rayon de courbure est positif, les coordonnées (x0b,y0b) en fonction de R sont 
données par : 
 217
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−−+−=
−−−++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
cossin
6.2.3
bb
b
b
bbbbmbb
bb
b
b
bbbbmbb
BCR
A
BRDEyy
BCR
A
BRDExx
δδ
δδ
 
) L’ensemble de définition du  ménisque b est : ] ] [ [+∞∪∞−∈∀ ;; burstbib RRR  
) Pour les valeurs négatives, le rayon de courbure du ménisque b décroît de  Rib vers -∞  
) Pour les valeurs positives, le rayon de courbure du ménisque b décroît de  +∞ vers Rburstb  
Rib et Rburstb sont les valeurs du rayon de courbure correspondant respectivement à la position 
la plus stable du ménisque entre les deux surfaces et le moment où il éclate. Les 
caractéristiques du ménisque, pour ces deux valeurs de rayon de courbure sont données par :  
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+−=
ibbbbmbib
ibbbbmbib
bbib
RDEyy
RDExx
CAR
δ
δ
cos
sin7.2.3  
( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−=
++=
+=
burstbbbbmbburstb
burstbbbbmbburstb
bbburstb
RDEyy
RDExx
CAR
δ
δ
cos
sin8.2.3  
L’ensemble des constantes Ab Bb Cb Db Eb  xmb ymb  et δb dépend de la nature géométrique 
(cercle ou droite), de l’orientation et de la mouillabilité des surfaces entre lesquelles progresse 
le ménisque b. 
Compte tenu des objets géométriques que nous utilisons pour représenter les surfaces, deux 
situations peuvent se rencontrer : 
) Soit les ménisques a et b entrent en contact sur un cylindre en commun, Figure 133 : 
 
Figure 133 : Deux ménisques entrent en contact sur un cylindre commun. 
Dans ce cas, le rayon de courbure du premier ménisque s’exprime en fonction de λa par : 
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( ) ( ) ( )9.2.3cos
cos10
aEa
aaa
ab Dθ
rEhR −−
−+= λ
λλ  
Le rayon de courbure du second ménisque s’exprime en fonction de λb par : 
( ) ( ) ( )10.2.3cos
cos10
bEb
bbb
bb Dθ
rEhR −−
−+= λ
λλ  
Le fluide est supposé incompressible, et comme les effets visqueux et gravitaires sont 
négligés,  la pression dans le fluide est partout la même, nous avons donc l’égalité entre Ra et 
Rb. Nous avons aussi une relation géométrique liant   λb et λa par : ( )11.2.3Ω=+ ba λλ  
Le système à résoudre, pour connaître le rayon de courbure correspondant au moment où les 
ménisques entrent en contact sur le cylindre, est alors : 
( ) ( ) ( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
Ω=+
−−
−+=−−
−+
ba
bEb
bbb
aEa
aaa
Dθ
rEh
Dθ
rEh
λλ
λ
λ
λ
λ
cos
cos
cos
cos
12.2.3
1010
 
Un travail sur les équations de ce système nous ramène à la résolution d’un polynôme de 
degré 4 en
2
tan aλ , que l’on peut résoudre en employant la méthode de Ferrari. On a alors, au 
plus, 4 racines possibles pour 
2
tan aλ  soit 8 racines possibles pour λa. Ces racines sont 
recadrées entre 0 et 2π. La racine retenue est la première valeur rencontrée en balayant 
l’intervalle [0 ;2π[.  
Pour la valeur de la racine retenue, on calcule le rayon de courbure du ménisque. 
) Si celui-ci est négatif alors la procédure s’arrête, on retient le rayon et on passe à l’étape 
suivante de l’invasion. 
)     Si celui-ci est positif, alors nous savons que les ménisques ont deux points 
d’intersection. Le premier est situé sur la surface commune et le second est à déterminer. 
Si le second point d’intersection des deux ménisques est situé à l’extérieur de l’espace du 
pore, alors les ménisques sont effectivement rentrés en contact sans avoir été tangents au 
préalable dans l’espace du pore. En revanche si le second point d’intersection des deux 
ménisques est situé dans l’espace du pore, cela signifie que les deux ménisques ont été 
tangents dans l’espace du pore avant de rentrer en contact sur la surface commune, il faut 
alors chercher à déterminer le moment où ils ont étés tangents par la procédure qui sera 
décrite au chapitre suivant. Le test à réaliser pour identifier le second point d’intersection 
et connaître sa position est le suivant :  
1) Connaissant le rayon de courbure, on calcule les coordonnées (x0a,y0a) et (x0b,y0b). 
2) On calcule les points d’intersections des deux ménisques par la résolution du système 
suivant : 
( ) ( ) ( )( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+−
=−+−
22
0
2
0
22
0
2
013.2.3
Ryyxx
Ryyxx
bb
aa  
Où (x,y) sont les coordonnées des points d’intersection des deux ménisques. Par la  
résolution du système précédent, on obtient deux couples de valeurs  (x’’,y’’) et (x’,y’). 
3) Pour identifier celui qui appartient au cylindre en commun, il suffit de vérifier 
l’égalité : 
( ) ( ) ( )14.2.3'' 222222 ryyxx =−+−  
 Où (x2,y2) et r2 sont respectivement les coordonnées du centre et le rayon du cercle 
représentant le cylindre sur lequel, les ménisques entrent en contact. Si cette égalité est 
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vérifiée alors, nous avons identifié le point d’intersection des ménisques sur la surface 
commune.  Les coordonnées du second point d’intersection sont (x’’,y’’). Si l’égalité n’est 
pas vérifiée alors, nous avons identifié le second point d’intersection, et ses coordonnées 
sont (x’,y’). 
4) Pour le second d’intersection, identifié à l’étape 3), il faut vérifier sa position par 
rapport à l’espace du pore. Si sa position est extérieure à l’espace du pore alors, on 
enregistre le rayon de courbure et on passe à l’étape suivante de l’invasion du pore. Si 
le second point d’intersection est situé à l’intérieur de l’espace du pore, alors les deux 
ménisques ont étés tangents dans l’espace du pore avant de se rencontrer sur la surface 
commune, on appelle la procédure qui permet de résoudre le problème de deux 
ménisques qui entrent en contact dans l’espace du pore et sont tangents. Cette 
procédure est décrite au chapitre suivant. 
) Soit les ménisques a et b entrent en contact sur un plan en commun,Figure 134 : 
 
Figure 134 : Deux ménisques entrent en contact sur un plan commun. 
Dans ce cas, le rayon de courbure du premier ménisque s’exprime en fonction de βa par : 
( ) ( )( ) ( )15.2.3tansin2cos2 tan1 001
2
1
2
0
2
aEaEa
aa
aa hhr
rhR βθθ
ββ ++
−+=  
Le rayon de courbure du second ménisque s’exprime en fonction de βb par : 
( ) ( )( ) ( )16.2.3tansin2cos2 tan1 002
2
2
2
0
2
bEbEb
bb
bb hhr
rhR βθθ
ββ ++
−+=  
La relation géométrique liant βa et βb est : ( )17.2.3tantan 00 bbaa hhL ββ +=  
Le système à résoudre, pour connaître le rayon de courbure correspondant au moment où les 
ménisques entrent en contact sur le plan, est : 
( )
( )
( )
( )
( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
++
−+=++
−+
bbaa
bEbEb
bb
aEaEa
aa
hhL
hhr
rh
hhr
rh
ββ
βθθ
β
βθθ
β
tantan
tansin2cos2
tan1
tansin2cos2
tan1
18.2.3
00
002
2
2
2
0
2
001
2
1
2
0
2
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Un travail sur les équations de ce système amène à la résolution d’un polynôme de degré 3 en 
tanβa que l’on peut résoudre en employant la méthode de Cardan. 
La discussion sur les racines et les intersections des deux ménisques est identique à celle 
effectuée lorsque la surface commune est un cylindre. La différence est que le test à réaliser 
pour identifier le second point d’intersection est vérifier l’égalité : ( )19.2.30'' =++ cbyax   
Où l’équation : ( ) 0: =++ cbyaxD  est l’équation du plan commun aux deux ménisques. 
Dans les deux paragraphes qui vont suivrent nous établissons les polynômes pour chacune des 
deux situations, la résolution est renvoyée à la méthode de Ferrari ou de Cardan, annexe B.  
3.2.1 Méthode générale de résolution du contact de deux ménisques qui 
se touchent sur un cylindre commun 
Le système d’équations à résoudre est : 
( ) ( ) ( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
Ω=+
−−
−+=−−
−+
2.1.4
1.1.2.3
cos
cos
cos
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En multipliant par ( )( ) ( )( )bEbaEa DθDθ −−−− λλ coscos  les deux membres de l’équation 
(3.2.1.1), nous obtenons : ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3.1.2.3coscoscoscos 1010 aEabbbbEbaaa DθrEhDθrEh −−−+=−−−+ λλλλ  
En utilisant la relation (3.2.1.2), remplaçons λb par Ω-λa dans l’équation (3.2.1.3) : ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )4.1.2.3coscoscoscos 1010 aEaabbbaEaaa DθrEhDθrEh −−−Ω−+=−−−Ω−+ λλλλ
En utilisant les relations trigonométriques usuelles, puis en développant et en regroupant, 
nous obtenons : ( )5.1.2.30'sin'cos'cossin'cos' 2 =++++ edcba aaaaa λλλλλ  
Où les coefficients sont donnés par : 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
Ω++++−=
+−Ω−−Ω+=
Ω−+−−Ω++=
Ω=
Ω−=
Eabbaab
EbbaEaa
aaEbbEaab
E
E
θrDEhEhDe
θEhDrθEhd
DrDθEhθEhrDc
θrb
θra
sinsin'
sinsinsin'
coscoscos'
cossin12'
sinsin2'
100
010
1001
1
 
Maintenant si on pose : 
2
tan at λ= ,alors
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Et l’équation (3.2.1.5) se met sous la forme : ( )( ) ( )( ) ( )6.1.2.30'1 2'11'1 12'11' 22
2
22
2
22
22
=++++
−++
−++
− e
t
td
t
tc
t
ttb
t
ta
 
Multiplions les deux membres de (3.2.1.6) par (1+t²)², nous obtenons : ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )7.1.2.301'12'11'12'1' 22222222 =+++++−+−+− tettdttcttbta  
En développant puis en regroupant, nous obtenons le polynôme de degré 4 en t : 
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3.2.2  Méthode générale de résolution du contact de deux ménisques qui 
se touchent sur un plan commun 
Le système d’équations à résoudre est : ( )
( )
( )
( ) ( )
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En multipliant les deux membres de l’équation (3.2.2.1) par : 
 ( )( ) ( )( )bEbEbaEaEa hhrhhr βθθβθθ tansin2cos2tansin2cos2 002001 ++++   
En utilisant la relation (3.2.2.2), et en remplaçant tanβb par a
b
a
b h
h
h
L βtan
0
0
0
−  dans l’équation, 
après simplification et regroupement nous obtenons un polynôme de degré 3 en t : 
( )3.2.2.30
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a
dt
a
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a
bt  
Où  t= tanβa et les coefficients sont donnés par : 
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3.3 Etude des problèmes de contact de deux ménisques qui se touchent 
dans l’espace du pore et sont tangents. 
La définition de l’espace du pore est indique à celle du chapitre 4. 
Deux ménisques sont présents dans l’espace du pore. Le premier ménisque sera appelé 
« ménisque a » et les constantes ou variables qui lui seront associées prendrons l’indice « a ». 
Le second ménisque sera appelé « ménisque b » et les constantes ou variables qui lui seront 
associées prendrons l’indice « b ». 
En ce qui concerne le « ménisque a », nous avons vu à la fin du chapitre 2 que :  
) Lorsque le rayon de courbure est positif, les coordonnées (x0a,y0a) en fonction de R sont 
données par : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−−−+−=
−−−++=
22
2
2
0
22
2
2
0
sincos
cossin
13.3.
aa
a
a
aaaamaa
aa
a
a
aaaamaa
BCR
A
BRDEyy
BCR
A
BRDExx
δδ
δδ
 
) L’ensemble de définition du ménisque a pour les valeurs positives du rayon de courbure 
est : [ [+∞∈∀ ;burstaRR  
) Pour les valeurs positives, le rayon de courbure du ménisque a décroît de  +∞ vers Rbursta. 
Pendant cette phase de décroissance le rayon de courbure passe par une valeur particulière 
du rayon appelée R+Fa.     
) Les caractéristiques du ménisque a, lorsque le rayon de courbure est égal à Rbursta sont 
données par :  
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) Les caractéristiques du ménisque a, lorsque le rayon de courbure est égal à R+Fa sont 
données par :  
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L’ensemble des constantes Aa Ba Ca Da Ea  xma yma  et δa dépend de la nature géométrique 
(cercle ou droite), de l’orientation et de la mouillabilité des surfaces entre lesquelles progresse 
le ménisque a. 
De même, en ce qui concerne le « ménisque b » :  
) Lorsque le rayon de courbure est positif, les coordonnées (x0b,y0b) en fonction de R sont 
données par : 
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) L’ensemble de définition du  ménisque b pour les valeurs positives du rayon de courbure 
est : [ [+∞∈∀ ;burstbRR  
) Pour les valeurs positives, le rayon de courbure du ménisque b décroît de  +∞ vers Rburstb. 
Pendant cette phase de décroissance le rayon de courbure passe par une valeur particulière 
du rayon appelée R+Fb.     
) Les caractéristiques du ménisque b, lorsque le rayon de courbure est égal à Rburstb sont 
données par :  
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δ
δ
cos
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) Les caractéristiques du ménisque b, lorsque le rayon de courbure est égal à R+Fb sont 
données par :  
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L’ensemble des constantes Ab Bb Cb Db Eb  xmb ymb  et δb dépend de la nature géométrique 
(cercle ou droite), de l’orientation et de la mouillabilité des surfaces entre lesquelles progresse 
le ménisque b. 
) Pour que les deux ménisques se touchent et soient tangents dans l’espace du pore, il faut 
que leur rayon de courbure soit positif, Figure 135 : 
 
Figure 135 : Deux ménisques entrent en contact dans l'espace du pore et sonts tangents. 
L’équation supplémentaire qu’ils vérifient est : 
( ) ( ) ( ) ( )73.3.04,,,, 222 =−−+−= RyyxxRyxyxf ObOaObOaObObOaOa  
La fonction ( )Ryxyxf ObObOaOa ,,,,  est une fonction de R car x0a, y0a, x0b et y0b sont toutes des 
fonctions de R. 
Contrairement aux études de cas menées jusqu’alors, il n’existe pas de résolution analytique 
donnant la valeur du rayon de courbure de deux ménisques qui se touchent dans l’espace du 
pore et sont tangents. On a alors recourt à des méthodes itératives. L’objectif est de proposer 
une méthode qui permette de converger vers la solution le plus rapidement possible.  
) Puisque nous connaissons les expressions de x0a, y0a, x0b et y0b en fonction de, il est 
possible d’implémenter une méthode itérative d’ordre 3 comme par exemple la méthode 
de Halley rationnelle [2], dont la relation de récurrence est donnée par :  
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Dans cette relation de récurrence, les dérivées première et seconde de la fonction f sont 
données. 
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Nous avons donc besoin des dérivées premières et secondes des fonctions x0a, y0a, x0b et y0b.  
) Les dérivées premières et secondes des fonctions x0a, y0a sont données par : 
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On remarquera que lorsque le rayon de courbure est égal à Rbursta,  les dérivées premières et 
secondes des fonctions x0a, y0a sont infinies. Il n’est donc pas possible d’utiliser Rbursta pour 
initier la procédure itérative.   
) Les dérivées premières et secondes des fonctions x0b, y0b sont données par : 
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 On remarquera que lorsque le rayon de courbure est égal à Rburstb,  les dérivées premières et 
secondes des fonctions x0b, y0b sont infinies. Il n’est donc pas possible d’utiliser Rburstb pour 
initier la procédure itérative.   
) La proposition pour initier la procédure itérative est la suivante : 
L’ensemble de définition des deux ménisque est : [ [ [ [+∞∩+∞∈∀ ;; burstaburstb RRR  ou ( )[ [+∞∈∀ ;;max burstaburstb RRR . On calcule R+Fa et R+Fb car au moins un parmi les deux 
appartient à l’ensemble de définition des deux ménisques. Si les deux appartiennent à 
l’ensemble de définition, alors on calcule ( )FaRf +  et ( )FbRf +   et on prend pour valeur initiale 
du rayon, le rayon dont la valeur absolu de la fonction f correspondante est minimale.   
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3.4 Règles d’interception et de contact 
On remarque, Figure 136, que lors de sa progression entre deux cylindres, le ménisque « ne 
dépasse pas  des tangentes extérieures au cercles et perpendiculaires à l’axe mené par les 
centres des cercles » et que lors de sa progression entre un cylindre et une droite, le ménisque 
« ne dépasse pas  de la tangente extérieure au cercle et parallèle à la droite ».  
 
Figure 136 : Confinement spatial du ménisque lorsqu'il progresse entre deux surfaces 
On peut alors délimiter des zones d’interception et de contact en fonction des surfaces entre 
lesquelles progresse le ménisque : 
& Dans la situation où le ménisque progresse entre deux cylindres, la zone d’interception 
et de contact est comprises entre les tangentes extérieures au cercles et perpendiculaires à 
l’axe mené par les centres des cercles. 
& Dans la situation où le ménisque progresse entre une droite et un cercle, la zone 
d’interception et de contact est située entre la droite et la tangente extérieure au cercle, 
parallèle à la droite. 
Si un objet (ménisque ou surface) est situé  à l’intérieur de la zone d’interception et de 
contact, alors, il y a des risques d’interception ou de contact. Si un objet (ménisque ou 
surface) est situé à l’extérieur de la zone d’interception et de contact, alors, il n’y a  aucun 
risque d’interception ou de contact. 
Compte tenu du comportement qu’adopte le ménisque lorsqu’il progresse entre deux 
surfaces,Figure 136, on peut supposer que lorsqu’un ménisque avance dans un pore, les 
interceptions des surfaces par le ménisque ne peuvent se faire que pour des courbures 
positives. Il en est de même pour deux ménisques qui entrent en contact et sont tangents dans 
l’espace du pore. De plus, comme l’avancée du ménisque dans le pore est associée à la 
diminution de son rayon de courbure positif, si à une valeur positive du rayon de courbure 
donnée, aucune interception ou aucun contact n’a été enregistré, alors cela signifie qu’aucune 
interception ni aucun contact s’est effectué pour des valeurs de rayon de courbure plus 
grandes. 
Nous allons définir une règle d’interception qui décrit les évènements qui surviennent à la 
suite de l’interception d’une surface par un ménisque et deux règles de contact qui décrivent 
les évènements qui surviennent à la suite du contact entre deux ménisques.  
 
La règle d’interception s’énonce de la façon suivante : 
 Lorsque un ménisque, appelé ménisque a,  qui progresse entre deux surfaces, appelées 
respectivement surface 1 et surface 2, intercepte une troisième surface, appelée surface 3, 
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alors le ménisque éclate et se divise en deux ménisques. Le premier ménisque appelé 
ménisque b progresse entre la surface 1 et la surface 3 et débute sa progression en arborant un 
rayon de courbure égal au rayon de courbure du ménisque a au moment où il intercepte la 
surface 3.  Le second ménisque appelé ménisque c progresse entre la surface 2 et la surface 3 
et débute sa progression en arborant un rayon de courbure égal au rayon de courbure du 
ménisque a au moment où il intercepte la surface 3.   
 
Figure 137 : Règle d'interception. 
 La première règle de contact s’énonce de la façon suivante :  
 Lorsque un ménisque, appelé ménisque b,  qui progresse entre deux surfaces, appelées 
respectivement surface 1 et surface 3, entre en contact sur la surface 3 avec un ménisque, 
appelé ménisque c, qui progresse entre la surface 3 et une surface appelée surface 2, alors les 
deux ménisques collapsent en un ménisque appelé ménisque a. Le ménisque a progresse entre 
les surfaces 1 et 2 et débute sa progression en arborant  un rayon de courbure  égal au rayon 
de courbure des ménisque b et c, au moment où ils entrent en contact. 
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Figure 138 : Première règle de contact. 
La seconde règle de contact s’énonce de la façon suivante :  
Lorsque un ménisque, appelé ménisque a,  qui progresse entre deux surfaces, appelées 
respectivement surface 1 et surface 2, entre en contact avec un second ménisque, appelé 
ménisque b,  qui progresse entre deux surfaces, appelées respectivement surface 3 et surface 
4, alors les deux ménisques a et b éclatent en deux ménisques appelés ménisque c et d. Le 
ménisque c progresse entre les surface 1 et 3 et débute sa progression en arborant  un rayon de 
courbure  égal au rayon de courbure des ménisque a et b, au moment où ils entrent en contact. 
Le ménisque d progresse entre les surface 2 et 4 et débute sa progression en arborant  un 
rayon de courbure  égal au rayon de courbure des ménisque a et b, au moment où ils entrent 
en contact. 
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Figure 139 : Seconde règle de contact 
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4 Application des méthodes générales à la modélisation de 
l’invasion dans les réseaux de type rues américaines. 
4.1 Remarque préliminaires 
Avant de poursuivre, nous allons faire quelques remarques qui nous servirons à construire les 
règles d’invasion dans les réseaux de type rues américaines. 
4.1.1 Modélisation de la progression du ménisque dans les réseaux de 
type rues américaines pour différentes étapes d’invasions.  
Trois étapes d’invasion génériques, Figure 140, peuvent se retrouver lors de l’invasion d’un 
pore de réseau de type rues américaines : 
(A)  Un ménisque progresse dans le pore, accroché en un coin et glissant sur une verticale. 
(B) Un ménisque progresse dans un pore, accroché en deux coins. 
(C) Un ménisque progresse dans un pore accroché en un coin et glissant sur une horizontal 
 
Figure 140 : Trois étapes d'invasion génériques d'un pore d'un réseau de type rue américaine 
Nous allons voir comment il est possible d’utiliser les études cas n°=1 et n°=4 pour décrire 
l’évolution du ménisque lors des ces différentes étapes d’invasion. 
Les coins sont des singularités géométriques que l’on peut définir comme des cercles de rayon 
nul. 
Prenons l’exemple du coin D. On peut définir le coin D comme étant le cercle de centre 
(xD,yD), de rayon rD infiniment petit (rD=0) et tangent à la fois à la verticale passant par D et à 
l’horizontale passant par D. De même les coins A,B et C sont définis par : 
& Le coin A est le cercle de centre (xA,yA), de rayon rA  infiniment petit (rA=0) et tangent 
à la fois à la verticale passant par A et à l’horizontale passant par A. 
& Le coin B est le cercle de centre (xB,yB), de rayon rB infiniment petit (rB=0) et tangent à 
la fois à la verticale passant par B et à l’horizontale passant par B. 
& Le coin C est le cercle de centre (xC,yC), de rayon rC infiniment petit (rC=0) et tangent à 
la fois à la verticale passant par C et à l’horizontale passant par C. 
La Figure 141 représente un agrandissement au voisinage des coins : 
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Figure 141 : Agrandissement de la géométrie du pore au voisinage de chaque coin. 
 
& Le ménisque accroché en D et qui progresse sur la verticale passant par A, Figure 142,  
est un ménisque qui progresse entre un cercle de centre (xD,yD), et de rayon nul de centre et 
une droite verticale passant par A. 
 
Figure 142 : Etape de l’invasion d’un pore correspondant à la progression du ménisque accroché en D et 
glissant sur la verticale passant par A. 
Nous pouvons donc donner les équations caractérisant le ménisque en nous appuyant sur 
l’étude de cas n°=4. 
& Un ménisque accroché en A et D et qui pivote, est un ménisque qui progresse entre 
deux cercles de rayon nul dont les centres sont confondus avec A et D,Figure 143 :  
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Figure 143 : Illustration de l'invasion du pore générique d’un réseau de type rue américaine lorsqu'il est 
envahi par le bas et que le ménisque accroché en A et D pivote pour continuer sa progression dans le pore. 
Nous pouvons donc nous servir de l’étude de cas n°=1, pour établir les équations caractérisant 
le ménisque lors de cette seconde étape.  
& Le ménisque accroché en A et qui progresse sur l’horizontale passant par D, Figure 
144,  est un ménisque qui progresse entre le cercle C1 de rayon nul et de centre (xA,y,A) et une 
droite horizontale passant par D.  
 
 
Figure 144 : Un ménisque est accroché en A et glisse sur l'horizontale passant par D.  
Nous pouvons donc nous servir de l’étude de cas n°=4 pour étudier le comportement du 
ménisque lors de cette troisième étape d’invasion du pore. 
4.1.2 Méthode de détermination du potentiel d’invasion d’un pore. Et 
notion de potentiel d’invasion partielle du pore. 
Pour illustrer la méthode de détermination du potentiel d’invasion, nous considérons, Figure 
145, les deux premières étapes de l’invasion d’un pore où le comportement du ménisque est 
simulé par les modèles issus des études cas n°=1 et n°=4.Pour ce pore, la largeur des liens 1 et 
2 est de 0.7 mm. Celle des liens 4 et 3 est de 0.3mm. La valeur de l’angle de contact est 
θE=50°.  
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Figure 145 : Deux premières étapes de l'invasion d'un pore de réseau de type rus américaines. 
Le graphique, Figure 146, représente la variation du rayon de courbure du ménisque obtenue 
au cours de ces deux étapes d’invasion et simulée par les modèles issus des études de cas 
n°=1 et n°=4. 
 
Figure 146 : Exemple de variation du rayon de courbure obtenu par les modèles au cours des deux 
premières étapes de l'invasion d'un pore de réseau de type rues américaines.  
Sur ce graphique : 
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& La courbe possédant des losanges correspond aux variations du rayon de courbure du 
ménisque lors de la première étape d’invasion du pore qui est : « Le ménisque progresse 
accroché en D et glissant sur la verticale passant par A. » 
& Les points A et C correspondent aux valeurs du rayon de courbure au début et à la fin 
de la première étape d’invasion.  
& Le point B, correspond au rayon de courbure du ménisque lorsqu’il éclate pendant la 
première étape d’invasion. 
& La courbe possédant des carrés correspond aux variations du rayon de courbure du 
ménisque lors de la seconde étape d’invasion du pore qui est : « Le ménisque est accroché en 
A et en D et pivote pour continuer sa progression dans le pore. » 
& Les points D et G correspondent aux valeurs du rayon de courbure au début et à la fin 
de la seconde étape d’invasion.  
& Le point B, correspond au rayon de courbure du ménisque lorsqu’il éclate pendant la 
seconde étape d’invasion. 
Les courbes représentées sur le graphique correspondent à des valeurs du rayon de courbure 
du ménisque calculées lorsque le ménisque « rempli les conditions d’équilibre. » 
Le chemin « AÆBÆCÆDÆEÆF » peut être qualifié de chemin d’équilibre.  
 Le chemin suivi par le ménisque est dans la réalité : « AÆBÆEÆF ». 
En effet, au cours de la première étape d’invasion, représentée par le chemin « AÆB », le 
rayon de courbure du ménisque commence par décroître. Ce qui correspond à une 
augmentation de la pression dans le fluide envahissant (augmentation du potentiel 
d’invasion). Si le ménisque suivait le chemin d’équilibre « BÆC », le rayon de courbure du 
ménisque ré- augmenterait et la pression dans le liquide, tendrait à diminuer (diminution du 
potentiel d’invasion). Ce qui provoque une instabilité et l’éclatement du ménisque. Le rayon 
d’éclatement correspond à la valeur du rayon de courbure du ménisque en B.  Cependant, sur 
le chemin d’équilibre de la deuxième étape d’invasion, il existe un point, appelé E, qui 
correspond à la même valeur du rayon de courbure du ménisque (même potentiel d’invasion) 
lorsqu’il éclate à l’issue de la première étape d’invasion. On peut alors supposé que le 
ménisque n’envahi pas immédiatement le pore et qu’il reprend le chemin d’équilibre à partir 
de E. Il se serait rendu de B à E, par un chemin hors équilibre représenté par la flèche 
horizontal en pointillé. En reprenant le chemin d’équilibre, le rayon de courbure du ménisque 
diminue sur le chemin « EÆF », ce qui correspond à une nouvelle augmentation de la 
pression dans le fluide envahissant (augmentation du potentiel d’invasion). Si le ménisque 
suivait le chemin d’équilibre « FÆG », le rayon de courbure du ménisque ré- augmenterait et 
la pression dans le liquide, tendrait à diminuer (diminution du potentiel d’invasion). Ce qui 
provoque une nouvelle instabilité et l’éclatement du ménisque. En supposant qu’à partir de F, 
le chemin hors équilibre n’intercepte pas un nouveau chemin d’équilibre, on peut supposer 
que l’éclatement du ménisque à partir de F entraîne l’invasion du pore.  
Dans cet exemple, on voit que le pore n’est pas forcément envahi dès le premier éclatement de 
ménisque. L’idée est de trouver une méthode qui permette de déterminer le rayon de courbure 
(potentiel d’invasion) responsable de l’invasion du pore. La méthode proposée est donc la 
suivante : 
& On effectue l’invasion du pore, étape d’invasion par étape d’invasion jusqu’à ce que le 
pore soit envahi en suivant tous les chemins d’équilibre. 
& Pour chaque étape d’invasion, on enregistre les potentiels d’invasion (inverse du rayon 
de courbure) du début et de la fin de l’étape.  
& Si au cours d’une étape d’invasion, le ménisque atteint son rayon d’éclatement, on 
enregistre le potentiel d’invasion correspondant. 
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& A la fin, lorsque le pore est envahi, on a enregistré une liste de potentiels d’invasion. 
Dans le cas de la Figure 145 et de la Figure 146, on aurait enregistré les potentiels d’invasion 
correspondant aux points A, B, C, D, E, F et G.  
&   Dans cette liste, le potentiel seuil responsable de l’invasion du pore, est le potentiel 
de plus grande valeur. Dans l’exemple, on aurait pris pour potentiel d’invasion seuil le 
potentiel associé à F. 
& On peut aussi définir des potentiels d’invasion partielle de pore qui seront utiles pour 
gérer les mécanismes d’invasions I2v, I2F et I1. Par exemple, comme on le verra par la suite, le 
point C, correspond au moment où le ménisque s’accroche en A alors qu’il glissait sur la 
verticale passant par A en étant accroché en D. Le but est de déterminer le potentiel 
d’invasion qui conduit jusqu’en C. Pour se faire, on utilise la méthode employée pour 
déterminer le potentiel d’invasion du pore. Mais on arrête la procédure, lorsque l’on est arrivé 
en C. Dans le cas de la Figure 145 et de la Figure 146, on aurait enregistré les potentiels 
d’invasion correspondant aux points A, B et C. On aurait  pris pour potentiel d’invasion 
partielle le potentiel de plus grande valeur c'est-à-dire le potentiel associé à B. 
4.1.3 Règle d’interception d’un coin 
La règle d’interception d’un coin s’énonce de la façon suivante, Figure 147 : 
Lorsqu’un ménisque intercepte un coin, il se divise en deux ménisques.  Le premier ménisque 
est accroché en ce coin et le second ménisque débute sa progression sur l’horizontale passant 
par ce coin. 
 
Figure 147 : Règle d'interception d'un coin. 
4.2 Gestion du mécanisme d’invasion de type I3 
4.2.1 Mécanisme d’invasion de type I3 sans interception de surfaces ≈ 
mécanisme d’invasion de type I3 dans un pore mouillant 
Nous allons discuter des différents scénarios d’invasion possibles lors d’un mécanisme 
d’invasion de type I3 dans le pore générique, Figure 148, en supposant que le fluide 
envahissant arrive par le lien du bas. Le ménisque débute sa progression dans le pore en étant 
accroché en D et en glissant sur la verticale passant par A. 
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Figure 148 : Pore générique d'un réseau de type rue américaine envahi par le bas 
Première étape d’une invasion de type I3 
En nous appuyant sur l’étude de cas n°=4, nous allons donner les équations caractérisant le 
ménisque lors de la première étape de l’invasion c'est-à-dire, lorsque le ménisque est accroché 
en D et qu’il progresse sur la verticale passant par A. 
Puis, nous déterminons l’évènement qui survient à l’issu de la première étape d’invasion. 
Autrement dit, nous répondons à la question suivante : 
1) Lorsque le ménisque progresse sur la verticale passant par A lequel de ces évènements se 
produit en premier : 
a) Le ménisque atteint son rayon d’éclatement. 
b) Le ménisque s’accroche en A. 
c) Le ménisque atteint une position pour laquelle il se met à glisser sur l’horizontale 
passant par D 
Le ménisque accroché en D et qui progresse sur la verticale passant par A, Figure 149,  est un 
ménisque qui progresse entre un cercle C1 de rayon nul dont le centre est confondu avec D et 
une droite verticale passant par A. 
 
Figure 149 : Illustration de l'invasion du pore générique d’un réseau de type rue américaine lorsqu'il est 
envahi par le bas et que le ménisque accroché en D progresse suivant la verticale passant par A. 
 En vertu de l’étude de cas n°=4 :   
& Le système d’équations qui  caractérise le ménisque est : 
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& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées du centre de courbure du 
ménisque, exprimées en fonction de R, sont données par :  
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& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées du centre de courbure du 
ménisque, exprimées en fonction de R, sont données par :  
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& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il arrive à l’entrée du pore sont :  
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y1 est l’intersection du ménisque avec la verticale passant par A.  
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y2, Figure 150, est l’intersection du ménisque avec la verticale passant 
par A.  
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Figure 150 Calcul de l'ordonnée de l’intersection du ménisque avec la verticale passant par A dans un 
pore générique d'un réseau de rue américaine au moment du burst 
& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il est accroché en A sont données par : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y3, Figure 151, est l’intersection du ménisque avec la verticale passant 
par A. 
 
 
Figure 151 Caractéristique du ménisque qui s'accroche en A à l'issue de la première étape d'invasion de 
type I3 d'un pore générique d'un réseau de type rue américaine. 
& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il se met à glisser simultanément sur 
l’horizontale passant par D et la verticale passant par A sont données par : 
( )
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+−=
−+−=
−=
+=
324
E320
E30
3
DR
RsinθDRy
RcosθRx
sincos
6.1.2.4
y
DR
EE θθ
 
Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y4, Figure 152, est l’intersection du ménisque avec la verticale passant 
par A. 
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Figure 152 : Détermination des caractéristiques d'un ménisque lorsqu'il se met à glisser simultanément 
sur l’horizontale passant par D et la verticale passant par A. Cas d'un pore générique d'un réseau de type 
rue américaine. 
On remarquera que y4 ne doit être pris en compte que si 32
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Donc le cas d’un ménisque qui glisse simultanément sur l’horizontale passant par D et la 
verticale passant par A ne sera pas considéré dans cette étude. 
Pour savoir lequel des évènements survient à l’issue de la première étape de l’invasion du 
pore. Il suffit de comparer y2 et y3 les ordonnées des points d’intersection du ménisque avec la 
verticale passant par A correspondant à chacun des évènements. L’évènement qui survient 
correspond à la plus petite des ordonnées : 
& Dans le cas où ( )322 ,min yyy = , alors le ménisque atteint son rayon de burst, il éclate. 
« Par un chemin hors équilibre », le ménisque s’accroche en A et D. L’étape suivante est le 
ménisque est accroché en A et D et pivote pour continuer sa progression dans le pore.  
& Dans le cas où ( )323 ,min yyy = , alors le ménisque vient de s’accrocher en A. La 
deuxième étape d’invasion du pore est alors, le ménisque est accroché en A et D et pivote 
pour continuer sa progression dans le pore. 
& La seconde étape de l’invasion de type I3 est « le ménisque s’est accroché en A et 
D et il pivote pour poursuivre sa progression dans le pore »:  
Or, un ménisque accroché en A et D et qui pivote, est un ménisque qui progresse entre deux 
cercles de rayons nuls dont les centres sont confondus avec A et D, Figure 153 :  
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Figure 153 : Illustration de l'invasion du pore générique d’un réseau de type rue américaine lorsqu'il est 
envahi par le bas et que le ménisque accroché en A et D pivote pour continuer sa progression dans le pore. 
Nous allons donc nous servir de l’étude de cas n°=1, pour établir les équations caractérisant le 
ménisque lors de cette seconde étape. Puis comme pour la première étape, nous déterminons 
l’évènement qui survient à l’issu de la seconde étape. C'est-à-dire, nous répondons à la 
question :  
2) Lorsque le ménisque est accroché en A et D  et qu’il pivote lequel de ces évènements se 
produit en premier : 
a) Le ménisque atteint son rayon d’éclatement. 
b) Le ménisque atteint une position pour laquelle il se met à glisser sur l’horizontale 
passant par D 
En vertu de l’étude de cas n°=1 :   
& Le système d’équations qui le caractérise le ménisque est : 
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& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées du centre de courbure du 
ménisque, exprimées en fonction de R sont données par :  
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& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées du centre de courbure du 
ménisque, exprimées en fonction de R sont données par :  
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& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il vient de s’accrocher en A sont données 
par : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α1 ,Figure 154, est la valeur de l’angle α au moment où le ménisque 
vient juste de s’accrocher en A. 
 
Figure 154 : Calcul de l'angle alpha lorsqu'un ménisque vient de s'accrocher en A. Début de la deuxième 
étape de l'invasion I3 d'un pore générique de rue américaine. 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α2  est la valeur de l’angle α au moment où le ménisque éclate. 
 
& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D, sont données par : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α3 , Figure 155 , est la valeur de l’angle α au moment où le ménisque 
commence à glisser sur l’horizontale passant par D. 
 
 
Figure 155 : Caractéristique d'un ménisque qui se met à glisser sur l'horizontale passant par D. 
Evènement de la deuxième étape de l'invasion I3 d'un pore générique de rue américaine 
Pour savoir lequel des évènements survient à l’issue de la seconde étape de l’invasion du 
pore. Il suffit de comparer α2 et α3 les angles correspondant à chacun des évènements. 
L’évènement qui survient correspond à la plus petite de α : 
& Dans le cas où ( )322 ,min ααα = , alors le ménisque atteint son rayon de burst, il éclate 
« Par un effet dynamique »et le pore commence à glisser sur l’horizontale passant par D en 
étant accroché en A. 
& Dans le cas où ( )323 ,min ααα = , alors le ménisque est accroché en A et commence à 
glisser sur l’horizontale passant par D. En vertu des remarques effectuées au début de ce sous 
paragraphe, la hauteur du ménisque ne dépassera par l’horizontale passant par, cela signifie 
qu’il n’interceptera aucune surface et qu’il ne rentrera jamais en contact avec un ménisque 
issu  du lien du haut. 
  
& Troisième étape de l’invasion de type I3 est « le ménisque est accroché en A et 
glisse sur l’horizontale passant par D :  
Le ménisque accroché en A et qui progresse sur la verticale passant par A, Figure 156,  est un 
ménisque qui progresse entre un cercle C1 de rayon nul dont le centre est confondu avec A et 
une droite horizontale passant par D. Nous allons donc nous servir de l’étude de cas n°=4 
pour étudier le comportement du ménisque lors de la troisième étape de l’invasion du pore. 
En nous appuyant sur l’étude de cas n°=4, , nous déterminons l’évènement qui survient à 
l’issu de la troisième étape d’invasion. Autrement dit, nous répondons à la question suivante : 
3) Lorsque le ménisque accroché en A  progresse sur l’horizontale passant par D lequel de 
ces évènements se produit en premier : 
a) Le ménisque éclate dès son point de départ en D 
b) Le ménisque continue de glisser sur l’horizontale pour atteindre son rayon de burst. 
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Figure 156 : Un ménisque est accroché en A et glisse sur l'horizontale passant par D. Troisième étape de 
l'invasion I3 d'un pore. 
En vertu de l’étude de cas n°=4 :   
& Le système d’équations qui le caractérise le ménisque est : 
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& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
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& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
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& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il arrive à l’entrée du pore sont données par 
(2.6.4.10) aux quelles on rajoute,x1, l’abscisse du point d’intersection du ménisque avec 
l’horizontale passant par D au point de départ, à savoir l’abscisse de D:  
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, x1 est l’intersection du ménisque avec l’horizontale passant par D au 
moment où le ménisque commence à glisser. 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, x2 est l’abscisse du point d’intersection du ménisque avec 
l’horizontale passant par D,  au moment où il éclate. 
Pour savoir lequel des évènements survient à l’issue de la troisième étape de l’invasion du 
pore. Il suffit de comparer x1 et x2 les angles correspondant à chacun des évènements. 
L’évènement qui survient correspond à la plus petite de x : 
& Dans le cas où ( )211 ,min xxx = , alors le ménisque éclate dès le début de la troisième 
étape. 
& Dans le cas où ( )212 ,min xxx =  alors le ménisque est accroché en A et glisse sur 
l’horizontale passant par D jusqu’ à atteindre le rayon de burst de la troisième étape 
d’invasion puis éclate. 
Arbre de décision permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion 
d’un mécanisme d’invasion de type I3 dans un pore mouillant  
En conclusion de ce sous paragraphe, il nous est possible de dresser un premier arbre de 
décision sur les évènements qui surviennent lors d’un mécanisme d’invasion de pore de type 
I3, indépendamment de la mouillabilité du fluide envahissant, Figure 157. Cet arbre de 
décision ne prend pas en compte les interceptions de surfaces par le ménisque et sera 
complété à l’issu du prochain sous paragraphe. Cependant, compte tenu des remarques que 
nous avons faites en début de sous paragraphe, sur le comportement d’un ménisque entre 
deux surface, cet organigramme est valable, lorsque la largeur D1 du lien supérieur est 
supérieure à la largeur D3, du lien inférieur. On supposera aussi que cet organigramme est  
valable lorsque le fluide envahissant est mouillant.  
Pour chaque rayon de courbure enregistré, on calcule le potentiel d’invasion correspondant 
(inverse du rayon de courbure). Le potentiel d’invasion sélectionné comme étant le potentiel 
d’invasion du pore est le potentiel de plus grande valeur. 
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Figure 157 : Organigramme des évènements survenant au cours d'une invasion de type I3 dans un réseau 
de type rues américaines. 
Les variables à calculer pour l’organigramme, lors de la procédure Calculer_Variables sont : 
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4.2.2 Gestion du mécanisme d’invasion de type I3 avec interception de 
surfaces ≈ mécanisme d’invasion de type I3 d’un pore non mouillant 
Nous définissons dans ce sous- paragraphe deux pores génériques des réseaux de types rues 
américaines, Figure 158 : 
& Le pore générique (A) dans lequel D1≥D3 
& Le pore générique (B) dans lequel D1<D3 
 
Figure 158 : Définitions des pores génériques des réseaux de type rue américaine pour le problèmes 
d'interception. 
Si nous tenons compte des remarques effectuées dans le paragraphe 6.1, il  nous est possible 
de tracer la zone d’interception du ménisque lors de la première étape de l’invasion d’un pore 
de type I3. C'est-à-dire lorsque le ménisque est accroché en D et qu’il sur la verticale passant 
par A : 
 
Figure 159 : Zone d'interception de la première étape de l'invasion de type I3 des pores génériques (A) et 
(B) d’un réseau de type rue américaine. 
On remarque alors que pour le pore générique (A), il n’ya pas d’interception possible et que 
pour le pore générique (B), les surfaces les plus exposées sont le coin B et l’horizontale 
passant par B. 
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On peut aussi tracer la zone d’interception du ménisque lors de la seconde étape de l’invasion 
d’un pore de type I3 et regarder le comportement des ménisques. C'est-à-dire lorsque le 
ménisque est accroché en A et D et qu’il pivote, Figure 160 : 
 
Figure 160 : Zone d'interception de la seconde étape de l'invasion de type I3 des pores génériques (A) et 
(B) d’un réseau de type rue américaine. 
L’observation des figures montre que pour le pore générique (A), seul le coin C peut être 
intercepté. Pour le pore générique (B), seul le coin B peut être intercepté. 
La Figure 160 confirme que si au moment du burst, une surface n’a pas été interceptée, elle ne 
l’aura pas été pendant l’évolution du ménisque.  
On peut alors comparer le rayon du ménisque avec la distance qui sépare le coin C et les 
coordonnée du rayon de courbure du ménisque au moment du burst, lors de la seconde étape 
de l’invasion I3  du pore générique (A) : 
( ) ( )
( ) ( )
( )222421
22
2
4
2
1
222
4243
2
244
423
4
1
2
240
RRDRRRD
RRDRRRR
Ryyxx burstburstCburstC
−+≥⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +++⇔
−+≥⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +++−−⇔
≥−+−
 
Or par définition du pore générique (A), D1>D3 , de plus il est évident que :  
( )224 422
24 RRRRR −≥⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++  
Nous venons de démontrer que quelque soit la géométrie et l’angle de contact du fluide 
envahissant, le coin C n’est jamais touché par le ménisque lors de la seconde phase de 
l’invasion.  
Nous venons de démontrer que dans un pore générique de type (A) aucune interception n’est 
possible.  
Il nous reste à discuter des interceptions dans le cas du pore générique (B) lors de la première 
et de la seconde étape de l’invasion de type I3. 
 
Interceptions survenant lors de la première étape de l’invasion I3: lorsque le ménisque 
glisse sur la verticale passant par A en étant accroché en D.   
1. Nous avons  lors du sous paragraphe 2.6.4 que les équations vérifiée par le ménisque 
étaient 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )⎪⎩
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30  
2. Lorsque le ménisque touche l’horizontale passant par B, l’équation supplémentaire qu’il 
vérifie est : ( )2.2.2.404 RyR =−  
Le rayon de courbure du ménisque au moment où il touche l’horizontale passant par B 
s’obtient par la résolution du système : 
( ) ( )
⎪⎩
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⎧
−=
−=
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RRy
RRx
RRyRx
E
40
30
22
20
2
30
cosθ  
Le polynôme associé est  
( ) ( ) 042cos3422cos 23222 =+++++− DRRRDRRR EE θθ  
Ce polynôme a une racine double qui est :  
E
EDRRR θ
θ
2cos
cos342 ++=  
Les caractéristiques du ménisque au moment où il touche l’horizontale passant par B sont 
données par : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque,y5 est l’ordonnée du point d’intersection du ménisque avec la verticale 
passant par A.   
Le critère à vérifier pour que l’interception de l’horizontale soit acceptée est : 
( )4.2.2.4
cos
42
31
0
E
B
RRRR
xx
θ
+−≤+⇔
≤
  
On remarquera que le critère 4.2.2.4 n’est jamais vérifié pour ⎢⎣
⎡⎢⎣
⎡∈
2
;0 πθE , c'est-à-dire  dans le 
cas où le fluide envahissant est non mouillant. 
3. Lorsque le ménisque touche le coin B, l’équation supplémentaire qu’il vérifie est: 
( ) ( ) ( )5.2.2.42240210 RRyRx =−+−  
Le rayon de courbure du ménisque au moment où il intercepte B s’obtient par la résolution du 
système : 
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En soustrayant membre à membre la première et la troisième équation du système, nous 
obtenons l’expression de y0 en fonction de x0 : 
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Puis en remplaçant x0 par son expression en fonction de R, nous obtenons y0 en fonction de 
R : 
( ) ( )8.2.2.4cos
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En remplaçant x0 et y0 par leurs expressions dans la première équation du système (S3.3.2) 
nous obtenons un polynôme de la forme   ( )9.2.2.402 =++ RRR cRbRa  
Où les coefficients du polynôme son donnés par 
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Les racines du polynôme retenues comme étant rayon solution sont les racines qui vérifient 
les critères suivant : 
1. La racine doit être positive. 
2. Pour chaque racine positive, on calcule l’ordonnée du point d’intersection du 
ménisque avec la verticale passant par A. L’expression de cette ordonnée est : 
( ) ( )10.2.2.4cossin
42
2
3
2
2
2
4
2
31
42
13
6 DD
DRRRRR
DD
DDRy EE +
−−+−++
++= θθ  
Il faut que l’ordonnée y6 vérifie : 361 yyy ≤≤  
Si jamais les deux racines vérifient le critère, on choisit la racine de plus petite valeur. 
 
Interceptions survenant lors de la seconde étape de l’invasion I3: Le ménisque est 
accroché en A et en D et pivote pour continuer sa progression dans le pore. 
4. Nous avons  lors du sous paragraphe 2.6.4 que les équations vérifiées par le ménisque 
étaient 
( ) ( ) ( )( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
=++−
=+++
22
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2
0
22
0
2
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5. Lorsque le ménisque touche le coin B, l’équation supplémentaire qu’il vérifie est : 
( ) ( ) ( )12.2.2.42240210 RRyRx =−+−  
Le ménisque est alors le cercle circonscrit au triangle ABD. 
Les longueurs du triangle sont données par : 
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Le demi- périmètre, P, du triangle s’exprime par : 
( )BDABAD LLLP ++= 2
1  
L’aire S du triangle  s’exprime par la formule de Héron : 
( )( )( )BDABAD LPLPLPPS −−−=  
Le rayon du cercle circonscrit au triangle ABD s’exprime par : 
( )13.2.2.4
4S
LLLR BDABAD=  
A l’issu de ce sous paragraphe, il nous est possible de distinguer tous les scénarios conduisant 
à l’invasion d’un pore lors d’un mécanisme de type I3, en supposant que le ménisque arrive 
par le lien du bas (lien3) : 
Lors de la première étape d’invasion, le ménisque est accroché en D et glisse sur la verticale 
passant par A en faisant un angle égal à θE  
1. Soit le ménisque s’accroche en A à l’issu de la première étape. Auquel cas, on 
enregistre le rayon de l’étape 1 comme étant le rayon au moment où il s’accroche A et 
on poursuit l’invasion par l’étape 2. C'est-à-dire le ménisque est accroché en A et D et 
il pivote suivant ces deux coins pour continuer sa progression dans le pore. Lors de la 
seconde étape, trois événements peuvent se produire : 
a.  Soit le ménisque atteint la valeur de plus faible rayon qu’il peut atteindre lors 
de la seconde étape, le ménisque éclate. On enregistre alors ce rayon 
d’éclatement comme étant le rayon l’étape 2 et on passe à l’étape 3 qui est un 
ménisque accroché en A et glissant sur l’horizontale passant par D. Lors de 
cette troisième étape deux situations sont à prendre en compte : 
i. Soit le ménisque envahit immédiatement le pore car il a dépassé la 
valeur pour laquelle il aurait éclaté s’il avait débuté sa progression en 
étant accroché en A et en glissant sur l’horizontale passant par D. On 
enregistre le rayon de l’étape 3 comme étant égale au rayon de l’étape 
2.  
ii. Soit le ménisque continue sa progression sur l’horizontale passant par 
D jusqu’à atteindre son rayon d’éclatement et envahir le pore.  On 
enregistre alors ce rayon d’éclatement comme étant le rayon de l’étape 
3. 
b. Soit le ménisque pivote et atteint une valeur pour laquelle il se met à glisser sur 
l’horizontale passant par D en étant accroché en A. On enregistre alors ce 
rayon comme étant le rayon de l’étape 2 et on passe à l’étape 3, qui est un 
ménisque accroché en A et glissant sur l’horizontale passant par D. Lors de 
cette troisième étape deux situations sont à prendre en compte : 
i. Soit le ménisque envahit immédiatement le pore car il a dépassé la 
valeur pour laquelle il aurait éclaté s’il avait débuté sa progression en 
étant accroché en A et en glissant sur l’horizontale passant par D. On 
enregistre le rayon de l’étape 3 comme étant égale au rayon de l’étape 2  
ii. Soit le ménisque continue sa progression sur l’horizontale passant par 
D jusqu’à atteindre son rayon d’éclatement et envahir le pore.  On 
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enregistre alors ce rayon d’éclatement comme étant le rayon de l’étape 
3  
c. Soit le ménisque intercepte le coin B, on enregistre alors le rayon 
correspondant à l’interception du coin B comme étant le rayon de l’étape 2. 
Quand le ménisque intercepte le coin B, il se divise en deux ménisques, le 
premier ménisque est accroché en D et en B et pivote pour continuer sa 
progression dans le pore. Le second ménisque est accroché en B et en A et 
pivote pour continuer sa progression dans le lien 4. Compte tenu des études de 
cas du chapitre 2, les deux ménisques tendent à diminuer leurs rayons de 
courbure pour continuer leurs progressions mais le second ménisque possèdera 
des rayons de courbure plus faibles que le premier. On suppose alors que 
l’invasion du pore lors de l’étape 3 sera gouvernée par l’évolution du second 
ménisque.  L’étape 3 est donc, ici, un ménisque est accroché en B et D et 
pivote pour continuer sa progression dans le pore. A cette étape correspondent 
quatre évènements : 
i. Soit le ménisque atteint son rayon d’éclatement et le pore est envahit. 
On enregistre alors ce rayon d’éclatement comme étant le rayon de 
l’étape 3.  
ii. Soit le ménisque intercepte le coin C et le pore est envahi. On 
enregistre alors le rayon correspondant comme étant le rayon 
d’invasion de l’étape 3.  
iii. Soit le ménisque atteint une valeur pour laquelle il se met à glisser sur 
la verticale passant par B. On enregistre alors le rayon correspondant 
comme étant le rayon d’invasion de l’étape 3. Et on poursuit par l’étape 
4 qui est le ménisque est accroché en D et glisse sur la verticale passant 
par B. Lors de cette étape, trois situations doivent êtres considérées :  
1. Soit le ménisque envahit immédiatement le pore car il a dépassé 
la valeur pour laquelle il aurait éclaté s’il avait débuté sa 
progression en étant accroché en D et en glissant sur la verticale 
passant par B. On enregistre le rayon de l’étape 4 comme étant 
égal au rayon de l’étape 3. 
2. Soit le ménisque continue sa progression sur la verticale passant 
par B jusqu’à atteindre son rayon d’éclatement et envahir le 
pore.  On enregistre alors ce rayon d’éclatement comme étant le 
rayon de l’étape 4. 
3. Soit le ménisque intercepte le coin C lors de sa progression sur 
la verticale passant par B et le pore est envahi. On enregistre 
alors le rayon correspondant comme étant le rayon d’invasion 
de l’étape 4. 
iv. Soit le ménisque atteint une valeur pour laquelle il se met à glisser sur 
l’horizontale passant par D en étant accroché en B. On enregistre le 
rayon correspondant comme étant le rayon d’invasion de l’étape 3.Et 
on poursuit par l’étape 4. Lors de cette étape deux situations sont à 
prendre en compte : 
1. Soit le ménisque envahit immédiatement le pore car il a dépassé 
la valeur pour laquelle il aurait éclaté s’il avait débuté sa 
progression en étant accroché en B et en glissant sur 
l’horizontale passant par D. On enregistre le rayon de l’étape 4 
comme étant égale au rayon de l’étape 3. 
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2. Soit le ménisque continue sa progression sur l’horizontale  
passant par D jusqu’à atteindre son rayon d’éclatement et 
envahir le pore.  On enregistre alors ce rayon d’éclatement 
comme étant le rayon de l’étape 4.   
2. Soit le ménisque intercepte le coin B. On enregistre le rayon correspondant à 
l’interception du coin B comme étant le rayon de la première étape d’invasion. 
Lorsque le ménisque intercepte le coin B, il se divise en deux ménisques. Le premier 
est accroché en B et glisse sur la verticale passant par A en faisant un angle égal à θE. 
Le second ménisque est accroché en D et en B. Compte tenu des études de cas du 
chapitre deux, les deux ménisques vont diminuer leurs rayons de courbure pour 
continuer leurs progressions, mais il est fort probable que le premier ménisque 
arborera des rayons de courbures plus faibles que le second ménisque. On suppose 
alors que l’invasion du pore est gouvernée par le second ménisque. La seconde étape 
de l’invasion est donc le ménisque est accroché en D et en B et pivote pour continuer 
sa progression dans le pore. La  discussion sur les évènements se poursuit alors en 
reprenant de « 1.c.i » à  « 1.c.iv.2 ». 
3. Soit le ménisque touche l’horizontale passant par B. On enregistre le rayon 
correspondant à l’interception de l’horizontale passant par B comme étant le rayon de 
courbure de l’étape 1. Quand le ménisque intercepte l’horizontale passant par B, il se 
scinde en deux ménisques. Le premier ménisque fait un angle égal à θE avec 
l’horizontale passant par B et la verticale passant par A. Il progresse alors, entre deux 
droites convergentes dans le sens de l’écoulement avec un rayon de courbure 
initialement positif, donc suivant l’étude de cas n°=3, du paragraphe 2, le rayon de 
courbure va diminuer. Le second ménisque est accroche en D et progresse sur 
l’horizontale passant par B en faisant un angle égal à θE jusqu’à s’accrocher en B. 
Compte tenu des études de cas du chapitre 2, on peut supposer que le premier 
ménisque arbore des rayons plus faibles que le second. L’invasion du pore est alors 
gouvernée par le second ménisque qui va s’accrocher en B. Pour simplifier, on 
suppose qu’aucun évènement particulier ne survient lorsque le ménisque est accroché 
en D et qu’il glisse sur l’horizontale passant par B. Le rayon de courbure de l’étape 2 
est alors le rayon de courbure correspondant au moment où le ménisque accroché en D 
et glissant sur l’horizontale passant par B vient s’accrocher en B. L’étape 3 est alors, 
le ménisque est accroché en D et en B  et pivote pour continuer sa progression dans le 
pore. La  discussion sur les évènements se poursuit alors en reprenant de « 1.c.i » à 
 « 1.c.iv.2 ». 
4. Soit le ménisque atteint la valeur de plus faible rayon qu’il peut atteindre lors de la 
première étape et il éclate. Cependant, le pore n’est pas forcément envahi car le 
ménisque peut retrouver une position d’équilibre intermédiaire. On enregistre, alors  
ce rayon d’éclatement comme étant le rayon de l’étape 1 et on poursuit la discussion 
en reprenant à partir de « 1.a » jusqu’à « 1.c.iv.2 ». 
Pour chaque rayon de courbure enregistré, on calcule le potentiel d’invasion correspondant 
(inverse du rayon de courbure). Le potentiel d’invasion sélectionné comme étant le potentiel 
d’invasion du pore est le potentiel de plus grande valeur. 
La discussion que nous venons de mener est une discussion générale. Elle prend en compte 
l’ensemble des scénarios qui conduisent à l’invasion du pore lors d’un mécanisme d’invasion 
de type I3.   
        Par cette discussion, nous voyons apparaître la nécessité d’étudier quatre étapes 
d’invasions supplémentaires qui sont : 
1. Le ménisque est accroché en D et en B et pivote pour continuer sa progression dans le 
pore. 
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2. Le ménisque est accroché en B et glisse sur l’horizontale passant par D 
3. Le ménisque est accroché en D et glisse sur la verticale passant par B. 
4. Le ménisque accroché en D et glissant sur l’horizontale passant par B s’accroche en B.  
Nous allons donc étudier ces quatre étapes, puis nous dresserons un arbre de décision qui 
traduit sous forme algorithmique, la discussion que nous venons de conduire.  
Etude de l’étape d’invasion lorsque le ménisque est accroché en B et en D et qu’il 
pivote : 
& Le système d’équations qui caractérise le ménisque est : 
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
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⇔
dDDDDh
c
θα
hR
bRRyRx
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E
2
42
2
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0
22
40
2
10
22
20
2
30
4
1
cos
13.2.2.4  
& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
( )
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−++−=
−+−−=
2
0
2
0
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0
2
0
2
0
2431
0
44
44
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hR
h
DDDDy
hR
h
DDDDx
a  
& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
( )
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& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont données par : 
( )
( ) ( )
⎪⎪
⎪⎪
⎩
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α4 la valeur de α correspondant à l’éclatement du ménisque 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il commence à glisser sur la verticale 
passant par B en étant accroché en D, sont données par : 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α5 est la valeur de α correspondant au moment ou le ménisque 
commence à glisser sur la verticale passant par B en étant accroché en D. 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il commence à glisser sur 
l’horizontale passant par D en étant accroché en B, sont données par : 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, α6 est la valeur de α correspondant au moment ou le ménisque 
commence à glisser sur l’horizontale passant par D en étant accroché en B. 
5. Lorsque le ménisque intercepte le coin C, l’équation supplémentaire qu’il vérifie est: 
( ) ( ) ( )18.2.2.42220210 RRyRx =−++  
Le ménisque est alors le cercle circonscrit au triangle BDC. 
Les longueurs du triangle sont données par : 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )22423122
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13
2
2
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24
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22
RRRRyyxxL
RRDyyxxL
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+++=−+−=
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−+=−+−=
 
Le demi- périmètre, P, du triangle s’exprime par : 
( )BDCDBC LLLP ++= 2
1  
L’aire S du triangle  s’exprime par la formule de Héron : 
( )( )( )BDCDBC LPLPLPPS −−−=  
Le rayon du cercle circonscrit au triangle ABD s’exprime par : 
( )19.2.2.4
4S
LLLR BDCDBC=  
Etude de l’étape d’invasion lorsque le ménisque est accroché en B et qu’il glisse sur 
l’horizontale passant par D : 
Le système d’équations vérifié par le ménisque est alors : 
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +−=
=−+−
ERRy
RRyRx
θcos20.2.2.4 20
22
40
2
10  
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& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
( ) ( )( )⎪⎩
⎪⎨
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+−=
+−−−=
E
E
RRy
RRRRRxa θ
θ
cos
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10  
& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
( ) ( )( )⎪⎩
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10  
& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D en étant accroché en B sont données par :  
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, x3 est l’intersection du ménisque avec l’horizontale passant par D au 
moment où le ménisque commence à glisser. 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont données par : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, x4 est l’abscisse du point d’intersection du ménisque avec 
l’horizontale passant par D,  au moment où il éclate. 
Etude de l’étape d’invasion lorsque le ménisque est accroché en D et qu’il glisse sur la 
verticale passant par B : 
Le système d’équations vérifié par le ménisque est alors : 
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ −=
=+++
ERRx
RRyRx
θcos23.2.2.4 10
22
20
2
30  
& Lorsque le rayon de courbure est négatif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
( ) ( )( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−+−+−=
−=
2
31
2
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10
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.24.2.2.4
E
E
RRRRRy
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θ
 
& Lorsque le rayon de courbure est positif les coordonnées exprimées en fonction de R 
sont données par :  
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& Les caractéristiques du ménisque lorsqu’il commence à glisser sur la verticale  passant 
par B en étant accroché en D sont données par :  
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y7 est l’intersection du ménisque avec la verticale passant par B au 
moment où le ménisque commence à glisser. 
& Les caractéristiques du ménisque au moment où il éclate sont donnée par: 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, y8 est l’intersection du ménisque avec la verticale passant par B au 
moment où le ménisque éclate.  
6. Lorsque le ménisque intercepte le coin C, l’équation supplémentaire qu’il vérifie est: 
( ) ( ) ( )27.2.2.42220210 RRyRx =−++  
Le rayon de courbure du ménisque au moment où il intercepte C s’obtient par la résolution du 
système : 
( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩
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En soustrayant membre à membre la première et la troisième équation du système, nous 
obtenons l’expression de y0 en fonction de x0 : 
( )29.2.2.4
22 2
2
3
2
1
0
2
31
0 D
RRx
D
DDy −+−=  
Puis en remplaçant x0 par son expression en fonction de R, nous obtenons y0 en fonction de 
R : 
( ) ( )30.2.2.4
2
22
2
cos
2
2
3
2
1
2
31
2
13
0 D
RRRRR
D
DDy E
−+−+−= θ  
En remplaçant x0 et y0 par leurs expressions dans la première équation du système (4.2.2.30) 
nous obtenons le polynôme de la forme   ( )30.2.2.402 =++ RRR cRbRa  
Où les coefficients du polynôme son donnés par 
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Les racines du polynôme retenues comme étant rayon solution sont les racines qui vérifient 
les critères suivant : 
1. La racine doit être positive. 
2. Pour chaque racine positive, on calcule l’ordonnée du point d’intersection du 
ménisque avec la verticale passant par B. L’expression de cette ordonnée est : 
( ) ( )31.2.2.4
2
22
2
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RRRRR
D
DDRy EE
−+−+−+= θθ  
Il faut que l’ordonnée y9 vérifie : 97 yy ≤  
Si jamais les deux racines vérifient le critère, on choisit la racine de plus petite valeur. 
Etude de l’étape d’invasion lorsque le ménisque accroché en D et glissant sur la verticale 
passant par B  s’accroche en B : 
Le système d’équations à résoudre est alors ; 
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Les caractéristiques du ménisque au moment où il s’accroche en B s’obtiennent par la 
résolution du système (4.2.2.32). Après résolution, nous obtenons : 
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Où (x0,y0) et R sont respectivement les coordonnées du centre de courbure et le rayon de 
courbure du ménisque, x5 est l’intersection du ménisque avec l’horizontale passant par B au 
moment où il s’accroche en B.  
Arbre de décision permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion 
d’un mécanisme d’invasion de type I3 dans un pore non mouillant  :  
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Lorsque le fluide envahissant est non mouillant, l’arbre de décision du mécanisme d’invasion 
de type I3 est le suivant :  
 
 
Figure 161 : Arbre de décision d'une invasion de pore de type I3 
Les variables à calculer pour l’organigramme, lors de la procédure « Calculer_Variables » 
sont : 
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cossin : avec
 :que  telle,0: de positive racine petite plus 
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4.3 Gestion du mécanisme d’invasion de type I2V 
Nous allons discuter des différents scénarios d’invasion possibles lors d’un mécanisme 
d’invasion de type I2V, en supposant que le fluide envahissant arrive par le lien du bas et le 
lien de droite. Nous distinguerons le pore générique (A) dans lequel D1≥D3 du pore générique 
(B) dans lequel D1<D3, Figure 162. Le ménisque issu du lien du bas sera appelé ménisque a. 
Dans les pores génériques (A) et (B), le ménisque a débute sa progression dans le pore en 
étant accroché en D et en glissant sur la verticale passant par A. Le ménisque issu du lien de 
droite sera appelé ménisque b. Dans le pore générique (A), le ménisque b  débute sa 
progression dans le pore en étant accroché en B et en glissant sur l’horizontale passant par A. 
Dans le pore générique (B), le ménisque b débute sa progression dans le pore en étant 
accroché en A et en glissant sur l’horizontale passant par B. Dans ce paragraphe, nous ferons 
l’hypothèse simplificatrice que les ménisques ne  peuvent pas être tangents dans l’espace lors 
des mécanismes de type I2V. 
 
Figure 162 : Mécanisme d'invasion de type I2V dans les pores génériques (A) et (B) d’un réseau de type 
rues américaines. 
Discussion sur les différents scénarios possibles d’invasion d’un mécanisme d’invasion 
de type I2V dans un pore générique (A) : 
Nous considérons tout à bord, le mécanisme d’invasion de type I2V dans le pore générique 
(A). Nous allons nous servir de la discussion des scénarios d’invasion d’un mécanisme de 
type I3, pour simplifier la discussion des scénarios d’invasion d’un mécanisme de type I2V 
dans un pore générique (A) : 
) Nous avons vu lors du paragraphe 4.2 que le ménisque a s’accroche en A soit parce qu’il 
atteint son rayon d’éclatement lors de sa progression sur la verticale passant par A, soit 
parce qu’il s’accroche en A sans éclater. Et nous pouvons définir, le potentiel PC1a du 
ménisque a au moment où il s’accroche en A par : 
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) De même, dans le cas où le ménisque a est accroché en A et D, il se met à glisser sur 
l’horizontale passant par D soit parce qu’il a atteint son rayon d’éclatement lors de sa 
progression entre les coins A et D, soit parce qu’il glisse sur l’horizontale passant par D 
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sans avoir éclater.  Nous pouvons définir le  potentiel  PC2a du ménisque a au moment où il 
commence à glisser sur l’horizontale passant par D par : 
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& De même, dans le cas où le ménisque a se met à glisser sur l’horizontale passant par D 
en étant accroché en A, nous pouvons définir le potentiel d’invasion PC3a du ménisque a au 
moment où il éclate et envahit le pore par : 
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Un travail par analogie, permet de définir pour le ménisque b : 
& Le potentiel d’invasion PC1b au moment où le ménisque b s’accroche en A par: 
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& Le potentiel d’invasion PC2b au moment où le ménisque b commence à glisser sur la 
verticale passant par B : 
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& Le potentiel d’invasion PC3b au moment où le ménisque b éclate et envahit le pore 
alors qu’il glisse sur la verticale passant par B par : 
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L’utilisation des potentiels d’invasion que nous venons de définir, permet de simplifier  la 
discussion des scénarios d’invasion d’un mécanisme de type I2V dans un pore générique (A) : 
1. Si PC1a<PC1b, alors le ménisque a est le premier à s’accrocher en A. On enregistre PC1a 
comme étant le potentiel d’invasion de la première étape d’invasion. On passe à la 
seconde étape d’invasion et deux situations sont à considérer : 
a. Si PC2a<PC1b, alors le ménisque b ne s’est toujours pas accroché en A et le 
ménisque a se met à glisser sur l’horizontale passant par D tout en étant accroché 
en A. On enregistre PC2a  comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape 
d’invasion. On passe à la troisième étape d’invasion et deux situations sont à 
considérer : 
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i. Si PC3a<PC1b, alors le ménisque a éclate et envahit le pore. On enregistre 
PC3a  comme étant le potentiel d’invasion de la troisième étape d’invasion. 
ii.  Si PC3a>PC1b, alors le ménisque b s’accroche en A avant que le ménisque a 
ait eu le temps d’éclater. On enregistre PC1b comme étant le potentiel 
d’invasion de la troisième étape d’invasion. Les deux ménisques collapsent 
en un seul ménisque accroché en B et glissant sur l’horizontale passant par 
D. Pour simplifier, on supposera que cet évènement conduit à l’invasion du 
pore.   
b. Si Pc2a>Pc1b, alors le ménisque b s’accroche en A avant que le ménisque a se mette 
à glisser sur l’horizontale passant par D tout en étant accroché en A. On enregistre 
Pc1b comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. Les deux 
ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en B et D. La discussion sur le 
devenir de ce nouveau ménisque est identique à celle effectuée lors des 
mécanismes d’invasion de type I3. 
2. Si Pc1b<Pc1a, alors le ménisque b est le premier à s’accrocher en A. On enregistre Pc1b  
comme étant le potentiel d’invasion de la première étape d’invasion. On passe à la 
seconde étape d’invasion et deux situations sont à considérer : 
a. Si PC2b<PC1a, alors le ménisque a ne s’est toujours pas accroché en A et le 
ménisque a se met à glisser sur la verticale passant par B tout en étant accroché en 
A. On enregistre PC2b comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape 
d’invasion. On passe à la troisième étape d’invasion et deux situations sont à 
considérer : 
i. Si PC3b<PC1a, alors le ménisque b éclate et envahit le pore. On enregistre 
PC3b  comme étant le potentiel d’invasion de la troisième étape d’invasion. 
ii.  Si PC3b>PC1a, alors le ménisque a s’accroche en A avant que le ménisque b 
ait eu le temps d’éclater. On enregistre PC1a comme étant le potentiel 
d’invasion de la troisième étape d’invasion. Les deux ménisques collapsent 
en un seul ménisque accroché en D et glissant sur la verticale passant par 
B. De même, pour simplifier, on supposera que cet évènement conduit à 
l’invasion du pore. 
b. Si PC2b>PC1a, alors le ménisque a s’accroche en A avant que le ménisque b se 
mette à glisser sur la verticale passant par B tout en étant accroché en A. On 
enregistre PC1a comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. 
Les deux ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en B et D. La 
discussion sur le devenir de ce nouveau ménisque est identique à celle effectuée 
lors des mécanismes d’invasion de type I3. 
Au final, le potentiel d’invasion correspondant à l’invasion du pore est le potentiel d’invasion 
de plus grande valeur. 
Discussion sur les différents scénarios possibles d’invasion d’un mécanisme d’invasion 
de type I2V dans un pore générique (B) : 
Considérons maintenant, le mécanisme d’invasion de type I2V dans le pore générique (B).  
Les définitions des potentiels d’invasion PC1a, PC2a et PC3a sont identiques, mais celles des 
potentiels d’invasion  pour le ménisque b ont changé. Nous définissons pour le ménisque b: 
& le potentiel d’invasion PC4b au moment où il s’accroche en B par : 
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& le potentiel d’invasion PC5b au moment où il glisse sur la verticale passant par A par : 
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& On définit aussi le potentiel d’invasion PC(x5) qui est le potentiel d’invasion d’un 
ménisque qui s’accroche en B alors qu’il était accroché en D et qu’il glissait sur l’horizontale 
passant par B : 
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En utilisant les potentiels d’invasion, la discussion des scénarios d’invasion d’un mécanisme 
de type I2V dans un pore générique (B) est alors : 
1. Si PC1a <PC4b, alors le ménisque a s’accroche en A. On enregistre le potentiel d’invasion 
PC1a  comme étant le potentiel d’invasion de la première étape d’invasion. Les deux 
ménisques collapsent en un ménisque accroché en D et glissant sur l’horizontale passant 
par B. Ce ménisque progresse alors sur l’horizontale passant par B et s’accroche en B. le 
potentiel d’invasion de la seconde étape de l’invasion est alors PC(x5). L’étape suivante est 
un ménisque accroché en B et D.  La discussion sur le devenir de ce ménisque est 
identique à celle effectuée lors des mécanismes d’invasion de type I3. 
2. Si PC1a >PC4b, alors le ménisque b s’accroche en B. On enregistre PC4b comme étant le 
potentiel d’invasion de la première étape de l’invasion. Deux situations sont alors à 
considérer : 
a. Si PC1a >PC5b, alors le  ménisque b se met à glisser sur la verticale passant par A en 
direction du  ménisque a. On enregistre PC5b comme étant le potentiel d’invasion 
de la seconde étape de l’invasion. Les deux ménisques collapsent en un ménisque 
accroché en D et en B. La discussion sur le devenir de ce nouveau ménisque est 
identique à celle effectuée lors des mécanismes d’invasion de type I3. 
b. Si PC1a <PC5b, alors le ménisque a s’accroche en A. On enregistre le potentiel 
d’invasion PC1a comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape de 
l’invasion. Les deux ménisques collapsent en un ménisque accroché en D et en B. 
La discussion sur le devenir de ce nouveau ménisque est identique à celle 
effectuée lors des mécanismes d’invasion de type I3. 
Au final, le potentiel d’invasion correspondant à l’invasion du pore est le potentiel d’invasion 
de plus grande valeur. 
Arbre de décision permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion 
d’un mécanisme d’invasion de type I2V indépendamment de la mouillabilité du pore :  
A l’issu des deux discussions précédentes, il est possible d’effectuer un arbre logique 
permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion possibles lors d’un 
mécanisme d’invasion de pore de type I2V. Le début de cet arbre de décision est présenté 
Figure 163. Sur cette figure, I2VA est l’embranchement correspondant à un pore générique (A). 
L’embranchement I2VA est présenté Figure 164.L’embranchement I2VB est l’embranchement 
correspondant à un pore générique (B). L’embranchement I2VB est présenté Figure 165  
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Figure 163 : Début de l'arbre de décision d'un mécanisme d'invasion de type I2V d’un pore de réseau de 
type rues américaines. 
 
Figure 164 : Embranchement I2VA de l'arbre de décision d'un mécanisme d'invasion I2V d’un pore de 
réseau de type rues américaines. 
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Figure 165 : Embranchement I2VB de l'arbre de décision d'un mécanisme d'invasion de type I2V d’un pore 
de réseau de type rues américaines. 
Les variables à calculer pour l’organigramme, lors de la procédure « Calculer_Variables » 
sont : 
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4.4 Gestion du mécanisme d’invasion de type I1 
Nous allons discuter des différents scénarios d’invasion possibles lors d’un mécanisme 
d’invasion de type I1, en supposant que le fluide envahissant arrive par les liens du bas, de 
droite et de gauche. Nous distinguerons le pore générique (A) dans lequel D1≥D3 du pore 
générique (B) dans lequel D1<D3, Figure 166. Le ménisque issu du lien du bas sera appelé 
ménisque a. Dans les pores génériques (A) et (B), le ménisque a débute sa progression dans le 
pore en étant accroché en D et en glissant sur la verticale passant par A. Le ménisque issu du 
lien de droite sera appelé ménisque b. Dans le pore générique (A), le ménisque b débute sa 
progression dans le pore en étant accroché en B et en glissant sur l’horizontale passant par A. 
Dans le pore générique (B), le ménisque b débute sa progression dans le pore en étant 
accroché en A et en glissant sur l’horizontale passant par B. Le ménisque issu du lien de 
gauche sera appelé ménisque c. Dans le pore générique (A), le ménisque c débute sa 
progression dans le pore en étant accroché en C en glissant sur l’horizontale passant par D. 
Dans le pore générique (B), le ménisque c débute sa progression dans le pore en étant 
accroché en D et en glissant sur l’horizontale passant par C. Dans ce paragraphe, nous ferons 
l’hypothèse simplificatrice que les ménisques ne  peuvent pas être tangents dans l’espace lors 
des mécanismes de type I1. 
 
Figure 166 : Mécanisme d’invasion I1 dans les pores génériques  (A) et (B)  d’un réseau de type rues 
américaines. 
Nous commençons par discuter des différents scénarios d’invasion d’un mécanisme 
d’invasion I1 dans le pore générique (A). Puis nous nous intéresserons au pore générique (B). 
Discussion sur les différents scénarios possibles d’invasion d’un mécanisme d’invasion 
de type I1 dans un pore générique (A) :: 
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)  Nous avons vu lors du paragraphe 4.2 que le ménisque a s’accroche en A soit parce qu’il 
atteint son rayon d’éclatement lors de sa progression sur la verticale passant par A, soit 
parce qu’il s’accroche en A sans éclater. Et nous pouvons définir, le potentiel PC1a du 
ménisque a au moment où il s’accroche en A par : 
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) De même, dans le cas où le ménisque a est accroché en A et D, il se met à glisser sur 
l’horizontale passant par D soit parce qu’il a atteint son rayon d’éclatement lors de sa 
progression entre les coins A et D, soit parce qu’il glisse sur l’horizontale passant par D 
sans avoir éclater.  Nous pouvons définir le  potentiel  PC2a du ménisque a au moment où il 
commence à glisser sur l’horizontale passant par D par : 
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& De même, dans le cas où le ménisque a se met à glisser sur l’horizontale passant par D 
en étant accroché en A, nous pouvons définir le potentiel d’invasion PC3a du ménisque a au 
moment où il éclate et envahit le pore par : 
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Un travail par analogie, permet de définir pour le ménisque b : 
& Le potentiel d’invasion PC1b au moment où le ménisque b s’accroche en A par: 
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Un travail par analogie, permet de définir pour le ménisque c : 
& Le potentiel d’invasion PC1c du ménisque c au moment où il s’accroche en D par : 
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On s’intéresse aussi à un ménisque accroché en A et C et qui pivote pour continuer sa 
progression dans le pore. Ce ménisque sera appelé ménisque d. Par analogie avec l’ensemble 
des travaux effectués jusqu’alors, nous savons que : 
) Les caractéristiques du ménisque d au moment où il éclate sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque d, α7 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque d éclate. 
) Les caractéristiques du ménisque d au moment où il commence à glisser sur la verticale 
passant par C en étant accroché en A sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque d, α8 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque commence à glisser sur la verticale passant par C. 
) Les caractéristiques du ménisque d au moment où il commence à glisser sur l’horizontale 
passant par A  en étant accroché en C sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque, α9 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque commence à glisser sur l’horizontale passant par C. 
) Pour que le ménisque d envahisse directement le pore dès qu’il commence à glisser sur la 
verticale passant par C, il faut que : 
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Si la condition (4.4.10) n’est pas vérifiée, alors le rayon d’éclatement du ménisque d alors 
qu’il lisse sur la verticale passant par C tout en étant accroché en A est donné par : 
( )11.4.4
cos1
1
2
31
E
DDR θ+
+=  
L’emploi des équations (4.4.7) à (4.4.11), permet de définir pour le ménisque d : 
) Les angles α1d et α2d correspondant respectivement au moment où le ménisque, accroché 
en C et en A, commence à glisser sur la verticale passant par C ou l’horizontale passant 
par  A : 
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) Le potentiel d’invasion PC1d  au moment où il commence à glisser sur la verticale passant  
par C par : 
 276
( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
+++
+++=⇒>
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
+++
+++=⇒>
++−
=⇒≤
⇒≤
2
42
2
31
3142
121
2
42
2
31
3142
11E
2
31
2
42
11E
21
cossin4 
cossin4
2
13.4.4
DDDD
DDDDP
DDDD
DDDDP
RRRR
P
EE
dCdd
EE
dCd
dCd
dd
θθαα
θθαθ
αθ
αα
 
) Le potentiel d’invasion PC2d  au moment où il glisse sur l’horizontale passant  par A  par : 
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) Le potentiel d’invasion PC3d  au moment où le ménisque d éclate et envahi le pore alors 
qu’il glisse sur la verticale passant  par D  par : 
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On s’intéresse aussi à un ménisque accroché en B et D et qui pivote pour continuer sa 
progression dans le pore. Ce ménisque sera appelé ménisque e. Par analogie avec l’ensemble 
des travaux effectués jusqu’alors, nous savons que : 
) Les caractéristiques du ménisque e au moment où il éclate sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque e, α10 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque e éclate. 
) Les caractéristiques du ménisque e au moment où il commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque d, α11 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque e commence à glisser sur l’horizontale passant par D. 
) Les caractéristiques du ménisque e au moment où il commence à glisser sur la verticale 
passant par B sont données par : 
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Où R est le rayon de courbure du ménisque, α12 est la valeur de α correspondant au moment 
où le ménisque e commence à glisser sur la verticale passant par B. 
) Pour que le ménisque e envahisse directement le pore dès qu’il commence à glisser sur la 
verticale passant par B, il faut que : 
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Si la condition (4.4.19) n’est pas vérifiée, alors le rayon d’éclatement du ménisque e alors 
qu’il lisse sur la verticale passant par B est donné par : 
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L’emploi des équations 4.4.16 à 4.4.20, permet de définir pour le ménisque e : 
) Les angles α1e et α2e correspondant respectivement au moment où le ménisque e, accroché 
en B et en D, commence à glisser sur l’horizontale passant par D et la verticale passant par 
B: 
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) Le potentiel d’invasion PC1e  au moment où il commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D par : 
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) Le potentiel d’invasion PC2e  au moment où il commence à glisser sur la verticale passant 
par B par : 
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) Le potentiel d’invasion PC3e  correspondant au moment où le ménisque e éclate et envahi 
le pore alors qu’il glisse sur la verticale passant  par B : 
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Avant de commencer la discussion sur les scénarios d’invasion possibles d’un mécanisme 
d’invasion de type I1, nous allons utiliser les potentiels d’invasion pour déterminer les 
différents scénarios possibles conduisant au collapse des ménisques a et c en le ménisque d. 
De même, nous déterminerons les différents scénarios possibles conduisant au collapse des 
ménisques a et b en le ménisque e. 
Pour que les ménisques a et c collapsent deux situations sont à considérer : 
1. Soit PC1a<PC1c, dans ce cas, le ménisque a s’accroche en A avant que le ménisque c ne 
se soit accroché en D. On enregistre alors PC1a comme étant le potentiel d’invasion de 
la première étape du collapse. Deux situations sont alors à considérer : 
a. Soit PC2a<PC1c, dans ce cas, le ménisque a commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D en direction du ménisque c avant que le ménisque c ne se soit 
accroché en D. On enregistre alors PC2a comme étant le potentiel d’invasion de 
la seconde étape du collapse. On suppose alors que les ménisques a et c entrent 
en contact et collapsent en un seul ménisque accroché en A et C. Ce ménisque 
est le ménisque d. 
b. Soit PC1c < PC2a, dans ce cas le ménisque c s’accroche en D avant que le 
ménisque a commence à glisser sur l’horizontale passant par D. On enregistre 
alors  PC1c comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape du collapse. 
Les deux ménisques a et c entrent en contact sur le coin D. Ils collapsent alors 
en un seul ménisque accroché en A et C. Ce ménisque est le ménisque d. 
2. Soit PC1c<PC1a, dans ce cas, le ménisque c s’accroche en D avant que le ménisque a ne 
se soit accroché en A. On enregistre alors PC1c  comme étant le potentiel d’invasion de 
la première étape du collapse. Les ménisques a et c collapsent en un seul ménisque. 
Pour simplifier, on supposera que ce ménisque s’accroche en A et C. Ce ménisque est 
alors le ménisque d. 
Au final, le potentiel d’invasion correspondant au collapse des ménisques a et c en le 
ménisque d est le potentiel d’invasion de plus grande valeur. Le potentiel d’invasion 
correspondant au collapse des ménisques a et c sera appelé PCd. La discussion sur les 
différents scénarios conduisant à la formation du ménisque d peut être synthétisée par l’arbre 
de décision suivant, Figure 167.  
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Figure 167 : Arbre de décision pour la détermination du potentiel d’invasion correspondant au collapse 
des ménisques a et c lors d'un mécanisme d'invasion de type I1 d'un pore générique (A) d'un réseau de 
type rues américaines. 
Pour que les ménisques a et b collapsent deux situations sont à considérer : 
1. Soit PC1a<PC1b, dans ce cas, le ménisque a s’accroche en A avant que le ménisque b ne 
se soit accroché en A. On enregistre alors PC1a comme étant le potentiel d’invasion de 
la première étape du collapse. L’évènement suivant est alors le ménisque b vient 
s’accrocher en A et le potentiel d’invasion de la seconde étape du collapse est PC1b.  
Les deux ménisques collapsent alors en un seul ménisque accroché en D et B. Ce 
ménisque est le ménisque e.  
2. Soit PC1b<PC1a dans ce cas, le ménisque b s’accroche en A avant que le ménisque a ne 
se soit accroché en A. On enregistre alors PC1b comme étant le potentiel d’invasion de 
la première étape du collapse. L’évènement suivant est alors le ménisque a vient 
s’accrocher en A et le potentiel d’invasion de la seconde étape du collapse est PC1a. 
Les deux ménisques collapsent alors en un seul ménisque accroché en D et B. Ce 
ménisque est le ménisque e.  
Au final, le potentiel d’invasion correspondant au collapse des ménisques a et b en le 
ménisque e est le potentiel d’invasion de plus grande valeur entre PC1b<PC1a . Le potentiel 
d’invasion correspondant au collapse des ménisques a et b sera appelé PCe : 
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{ }( )24.4.4max ,1,1 aCbCCe PPP =  
L’utilisation des potentiels d’invasion que nous venons de définir permet de simplifier  la 
discussion des scénarios d’invasion d’un mécanisme de type I1 dans un pore générique (A). 
Lors de l’invasion de type I1, deux situations sont à considérer : 
1. Si PCd<PCe, alors le ménisque d s’est formé avant le ménisque e. On enregistre alors 
PCd comme étant le potentiel d’invasion de la première étape d’invasion. Deux 
situations sont alors à considérer : 
a. Soit α1d ≤ α2d. Cela signifie que si le ménisque d était seul dans le pore, il 
continuerait sa progression en glissant sur la verticale passant par C tout en 
étant accroché en A. Dans ce cas deux situations sont à considérer : 
i. Si PC1d< PC1b, alors le ménisque d glisse sur la verticale passant par C 
avant que le ménisque b ne se soit accroché en A. On enregistre PC1d 
comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. 
Dans ce cas, deux situations sont à considérer : 
1. Si   PC3d< PC1b, alors le ménisque d éclate et envahit le pore 
avant que le ménisque b se soit accroché en A. On enregistre 
PC3d comme étant le potentiel d’invasion de la troisième étape 
de l’invasion. 
2. Si   PC1b< PC3d, alors le ménisque b s’est accroché en A. On 
enregistre PC1b comme étant le potentiel d’invasion de la 
troisième étape de l’invasion. Les deux ménisques collapsent en 
un seul ménisque accroché en C et B. On suppose alors que le 
pore est envahi. 
ii. Si PC1b< PC1d, alors le ménisque b s accroche en A avant que le 
ménisque d glisse sur la verticale passant par C. On enregistre PC1b  
comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. Les 
deux ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en C et B. On 
suppose alors que le pore est envahi. 
b. Soit α2d ≤ α1d. Cela signifie que si le ménisque d était seul dans le pore, il 
continuerait sa progression en glissant sur l’horizontale passant par A tout en 
étant accroché en C. Dans ce cas deux situations sont à considérer : 
i. Si PC2d<PC1b, alors le ménisque d glisse sur l’horizontale passant par A 
en direction du ménisque b avant que le ménisque b se soit accroché en 
A. On enregistre PC2d comme étant le potentiel d’invasion de la seconde 
étape de l’invasion. Dans ce cas, les deux ménisques collapsent en un 
seul ménisque accroché en C et B. On suppose alors que le pore est 
envahi. 
ii. Si PC1d> PC1b, alors le ménisque b s accroche en A avant que le 
ménisque d glisse sur l’horizontale passant par A. On enregistre PC1b 
comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. Les 
deux ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en C et B. On 
suppose alors que le pore est envahi. 
2. Si PCe< PCd, alors le ménisque e s’est formé avant le ménisque d. On enregistre alors 
PCe  comme étant le potentiel d’invasion de la première étape d’invasion. Deux 
situations sont alors à considérer : 
a. Soit α2e ≤ α1e. Cela signifie que si le ménisque e était seul dans le pore, il 
continuerait sa progression en glissant sur la verticale passant par B tout en 
étant accroché en D. Dans ce cas deux situations sont à considérer : 
i. Si PC2e< PC1c, alors le ménisque e glisse sur la verticale passant par B 
avant que le ménisque c se soit accroché en D. On enregistre PC2e 
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comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape de l’invasion. 
Dans ce cas, deux situations sont à considérer : 
1. Si   PC3e< PC1c, alors le ménisque e éclate et envahit le pore 
avant que le ménisque c se soit accroché en D. On enregistre 
PC3e comme étant le potentiel d’invasion de la troisième étape 
de l’invasion. 
2. Si   PC1c< PC3e, alors le ménisque c s’est accroché en D. On 
enregistre PC1c comme étant le potentiel d’invasion de la 
troisième étape de l’invasion. Les deux ménisques collapsent en 
un seul ménisque accroché en C et B. On suppose alors que le 
pore est envahi. 
ii. Si PC1c< PC2e, alors le ménisque c s accroche en D avant que le 
ménisque e glisse sur la verticale passant par B. On enregistre PC1c 
comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. Les 
deux ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en C et B. On 
suppose alors que le pore est envahi. 
b. Soit α1e < α2e. Cela signifie que si le ménisque e était seul dans le pore, il 
continuerait sa progression en glissant sur l’horizontale passant par D tout en 
étant accroché en B. Dans ce cas deux situations sont à considérer : 
i. Si PC1e<PC1c, alors le ménisque e glisse sur l’horizontale passant par D 
en direction du ménisque c avant que le ménisque c se soit accroché en 
D. On enregistre PC1e comme étant le potentiel d’invasion de la seconde 
étape de l’invasion. Dans ce cas, les deux ménisques collapsent en un 
seul ménisque accroché en C et B. On suppose alors que le pore est 
envahi. 
ii. Si PC1c<PC1e, alors le ménisque c s accroche en D avant que le 
ménisque e glisse sur l’horizontale passant par D. On enregistre PC1c 
comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape de l’invasion. 
Les deux ménisques collapsent en un seul ménisque accroché en C et 
B. On suppose alors que le pore est envahi. 
Au final, le potentiel d’invasion du pore lors d’un mécanisme I1 dans un pore générique (A) 
correspond au  potentiel d’invasion de plus grande valeur. La discussion, que nous venons 
d’effectuer, sur les  différents scénarios d’invasion possible d’un mécanisme d’invasion de 
type I1 est consistante avec les images expérimentales d’invasion obtenues Figure 168.  
 
Figure 168 : Image expérimentale d'un mécanisme d'invasion de type I1, obtenu lors d'une expérience 
d'injection dans un micromodèle hydrophile (imbibition quasi-staitque) 
L’arbre de décision, correspondant à la discussion que nous venons de mener est présenté 
Figure 169.  
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Figure 169 : Arbre de décision d'un mécanisme d'invasion de type I1 dans un pore générique (A) d'un 
réseau de type rues américaines. 
  Discussion sur les différents scénarios possibles d’invasion d’un mécanisme d’invasion 
de type I1 dans un pore générique (B) : 
Dans le cas d’un pore générique B, on ne peut pas prendre pour point de départ de la 
discussion, l’image de la Figure 166. C’est le seul cas ou nous devons distinguer les différents 
scénarios d’invasion en fonction de la mouillabilité du pore, et de la chronologie de l’arrivée 
du fluide envahissant par les liens et qui dépends de la taille des liens. Expérimentalement, 
nous n’avons constaté aucun mécanisme de type I1 dans des pores dont la géométrie est 
représentée par le pore générique (B). Mais, comme théoriquement, le mécanisme d’invasion 
de type I1 peut survenir dans un pore générique (B), nous traiterons ce cas. Lors du 
mécanisme d’invasion de type I1 d’un pore générique B, deux situations sont à considérer : 
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1. Si 
2
πθ <E , alors le pore est non mouillant. Dans ce cas nous savons que le fluide 
envahissant arrivera d’ abord dans le lien de gauche avant d’arriver par le lien de 
droite. Si le lien du bas est plus large que le lien de gauche. Le lien du bas va être 
envahi avant le lien de gauche. Puis le lien de gauche va être envahit. A l’issu de la 
seconde étape d’invasion les deux ménisques collapsent en un seul ménisque qui  
arbore un angle de contact égal à θE  avec la verticale passant par A et l’horizontale 
passant par C. Ce ménisque sera appelé ménisque e. Le ménisque e est un ménisque 
qui glisse simultanément entre deux droites convergentes dans le sens de 
l’écoulement.  En vertu de l’étude de cas n°=3, le rayon de courbure du ménisque e au 
départ de sa progression est positif  et va diminuer. Mais on peut supposer que le 
ménisque e possèdera toujours des rayons de courbures positifs plus grands que les 
rayons de courbure des ménisques a, b et c.  On peut supposer que le ménisque e 
s’accrochera en A et C avant que le lien de gauche soit envahi. Le ménisque e pivote 
alors accroché  en A et C pour continuer sa progression dans le pore. On peut aussi 
supposer, compte tenu da la géométrie du pore (B),  que lors de la progression du 
ménisque e, accroché en A et C, il ne retrouve pas de rayons de courbures plus petits 
ou égaux aux rayons d’invasions des liens du bas et de gauche. Donc le pore est 
immédiatement envahi sans que le lien de droite ait eu le temps d’être envahi.  En 
conclusion si le lien du bas est plus large que le lien de droite alors, il ne peut pas 
exister de mécanisme d’invasion de type I1 dans le pore générique (B). On 
renouvellerait ce constat, dans le cas où le lien de gauche est le plus large et que le lien 
du bas  est plus large que le lien de droite. Dans le cas ou le pore générique (B) est non 
mouillant, les seules configurations géométriques qui favorisent les mécanismes 
d’invasion de type I1 sont les configurations pour lesquelles le lien de gauche est le 
lien le plus large, et le lien de droite est plus large que le lien du bas. Pour ces 
configuration, compte tenu, de la discussion que nous venons de faire, le rayon de 
courbure correspondant à l’invasion du pore est donné par le rayon de courbure de 
l’invasion du lien du bas: 
E
DR θcos2
3= .   
2. Si 
2
πθ >E  alors le pore est non mouillant. Dans ce cas nous savons que le fluide 
envahissant arrivera d’abord dans le lien de droite avant d’arriver dans le lien de 
gauche.  Deux situations sont alors à considérer : 
a. Soit le lien du bas est plus large que le lien de gauche, dans ce cas le fluide 
envahit d’abord le lien de gauche puis le droite et le rayon de courbure de 
l’invasion est celui de l’invasion du lien du bas : 
E
DR θcos2
3= . 
b.  Soit le lien de gauche est plus large que le lien du bas, dans ce cas le fluide 
envahit d’abord le lien du bas puis le lien de gauche  et le rayon de courbure de 
l’invasion est celui de l’invasion du lien de gauche : 
E
DR θcos2
2= . 
Arbre de décision permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion 
d’un mécanisme d’invasion de type I1 indépendamment de la mouillabilité du pore :  
A l’issu de cette discussion, il est possible de finir de compléter l’arbre de décision permettant 
de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion d’un mécanisme d’invasion de type 
I1,Figure 170.  
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Figure 170 : Arbre de décision d'un mécanisme d'invasion de type I1 d'un pore dans un réseau de type 
rues américaines. 
Les procédures de calcul Calcul_PCd est représentée l’arbre de décision Figure 167 
La procédure Calcul_PCe, se résume à : { }( )24.4.4max ,1,1 aCbCCe PPP =  
Les variables à calculer pour l’organigramme, lors de la procédure « Calculer_Variables » 
sont :  
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4.5 Gestion du mécanisme d’invasion de type I2F 
Dans ce paragraphe, nous allons discuter des différents scénarios d’invasion possibles lors 
d’un mécanisme d’invasion de type I2F dans un pore générique d’un réseau de type rue 
américaine, en supposant que le fluide envahissant arrive par le lien du bas et le lien du 
haut,Figure 171. Le ménisque issu du lien du bas sera appelé ménisque a. Le ménisque issu 
du lien du haut sera appelé ménisque b. Le ménisque a débute sa progression dans le pore en 
étant accroché en D et en glissant sur la verticale passant par A. Le ménisque b débute sa 
progression dans le pore en étant accroché en C et en glissant sur la verticale passant par B.     
 
Figure 171 : Mécanisme d'invasion de type I2F d’un pore de réseau de type rues américaines. 
Discussion sur les différents scénarios possibles d’invasion d’un mécanisme d’invasion 
de type I2F dans un pore générique d’un réseau de type rues américaines : 
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Nous déterminons, en premier lieu, le rayon de courbure au moment où les deux ménisques 
entrent en contact dans l’espace du pore et sont tangents en employant la méthode prescrite au 
chapitre 5. Compte tenu du comportement simulé d’un ménisque lors de sa progression dans 
un pore, Figure 172, on peut supposer que deux ménisques ne peuvent être tangents que 
lorsqu’ils sont simultanément accrochés en des coins. 
 
Figure 172 : Comportement simulé d'un ménisque à différentes étapes de l’invasion d'un pore de type 
rues américaines. 
Ainsi, lorsque les ménisque a et  b sont tangents, les coordonnées du centre de courbure du 
premier ménisque exprimées en fonction de R sont données par : 
 ( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
=
−+=
−−+−=
−−=
+ burstaFa
bursta
bursta
bursta
a
bursta
bursta
a
RR
RRDR
RR
R
DRRy
RR
R
RRx
2
2
1
22
2
1.5.4
2
42
2
3
22324
0
2242
0
 
Les dérivées premières et secondes des coordonnées du centre de courbure du premier 
ménisque en fonction de R sont données par : 
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Les coordonnées du rayon de courbure du second ménisque exprimées en fonction de R sont 
données par : 
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Les dérivées premières et secondes des coordonnées du centre de courbure du ménisque b en 
fonction de R sont données par : 
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) Nous appelons RT, le rayon de courbure obtenu par l’application de la méthode itérative 
prescrite au chapitre 5  précédent en utilisant les équations (5.2.1) à (5.2.4). 
 Nous avons vu lors du paragraphe 4.2 que le ménisque a s’accroche en A soit parce qu’il 
atteint son rayon d’éclatement lors de sa progression sur la verticale passant par A, soit parce 
qu’il s’accroche en A sans éclater. Et nous pouvons définir, le potentiel PC1a du ménisque a au 
moment où il s’accroche en A par : 
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) De même, dans le cas où le ménisque a est accroché en A et D, il se met à glisser sur 
l’horizontale passant par D soit parce qu’il a atteint son rayon d’éclatement lors de sa 
progression entre les coins A et D, soit parce qu’il glisse sur l’horizontale passant par D 
sans avoir éclater.  Nous pouvons définir le  potentiel  PC2a du ménisque a au moment où il 
commence à glisser sur l’horizontale passant par D par : 
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& De même, dans le cas où le ménisque a se met à glisser sur l’horizontale passant par D 
en étant accroché en A, nous pouvons définir le potentiel d’invasion PC3a du ménisque a au 
moment où il éclate et envahit le pore par : 
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Un travail par analogie, permet de définir pour le ménisque b : 
& Le potentiel d’invasion PC1b au moment où le ménisque b s’accroche en A par: 
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& Le potentiel d’invasion PC2b au moment où le ménisque b commence à glisser sur la 
verticale passant par B : 
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& Le potentiel d’invasion PC3b au moment où le ménisque b éclate et envahit le pore 
alors qu’il glisse sur la verticale passant par B par : 
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) On définit aussi les longueurs L2a et L2b par : 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )11.5.41
2
2
22
2
222
aC
aObaOaaObaOaa P
RyRyRxRxL −−+−=  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )12.5.41
2
2
22
2
222
bC
bObbOabObbOab P
RyRyRxRxL −−+−=  
Dans ces deux équations les fonctions xoa(R) et yoa(R) sont les coordonnées du centre de 
courbure du ménisque a exprimées en fonction de R et données par les équations 6.4.1.Les 
fonctions xob(R) et yob(R) sont les coordonnées du centre de courbure du ménisque b 
exprimées en fonction de R et données par les équations 6.4.3 
 
Nous allons discuter des différents scénarios d’invasions possibles en partant du cas 
« Pc1a<PC1b ». Le cas « Pc1a>PC1b » se construit à partir du premier de façon symétrique : 
1. Soit PC1a<PC1b, dans ce cas le ménisque a s’accroche en A avant que le ménisque b se 
soit accroché en B. On enregistre alors PC1a comme étant le potentiel d’invasion de la 
première étape d’invasion. Deux cas sont alors à considérer : 
a. PC2a<PC1b, dans ce cas, le ménisque a commence à glisser sur l’horizontale 
passant par D avant que le ménisque b se soit accroché en b. Compte tenu des 
résultats du paragraphe 6.2, aucune interception ne sera possible. On enregistre 
alors PC2a comme étant le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. 
Deux situations sont alors à considérer : 
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i. PC3a<PC1b, alors le ménisque a éclate et envahit le pore avant que le 
ménisque b se soit accroché en B. On enregistre PC3a comme étant le 
potentiel d’invasion de la troisième étape d’invasion. 
ii. Soit PC1b<PC3a, dans ce cas, le ménisque b s’accroche en B avant que le 
ménisque ait éclate lors de sa progression sur l’horizontale passant par 
D. On enregistre PC1b comme étant le potentiel d’invasion de la 
troisième étape d’invasion. Deux situations sont alors à considérer :
  
1. PC3a<PC2b, dans ce cas le ménisque a éclate et envahit le pore 
avant que le ménisque b commence à glisser sur l’horizontale 
passant par C. On enregistre PC3a comme étant le potentiel 
d’invasion de la quatrième étape d’invasion 
2. PC2b<PC3a, dans ce cas le ménisque b commence à glisser sur 
l’horizontale passant par C avant que le ménisque a éclate et 
envahisse le pore. On enregistre PC2b comme étant le potentiel 
d’invasion de la quatrième étape d’invasion. Deux situations 
sont alors à considérer : 
a. PC3a<PC3b dans ce cas le ménisque a éclate et envahit le 
pore avant que le ménisque b éclate et envahisse le pore. 
On enregistre PC3a comme étant le potentiel d’invasion 
de la cinquième étape d’invasion.  
b. PC3b <PC3a, dans ce cas le ménisque b éclate et envahit le 
pore avant que le ménisque a éclate et envahisse le pore. 
On enregistre PC3b comme étant le potentiel d’invasion 
de la cinquième étape d’invasion.  
b. PC1b< PC2a, le ménisque b s’accroche en B avant que le ménisque a commence 
à glisser sur l’horizontale passant par D. On enregistre alors PC1b comme étant 
le potentiel d’invasion de la seconde étape d’invasion. Deux situations sont 
alors à considérer : 
i. Si PC2a<PC2b, dans ce cas on calcule la longueur L2a et deux situations 
sont à considérer : 
1. Soit L2a≤0, dans ce cas les deux ménisques se touchent et sont 
tangents dans l’espace du pore. Le pore est envahi. On 
enregistre PCT=1/RT  comme étant le potentiel d’invasion de la 
troisième étape d’invasion. 
2. Soit L2a>0, dans ce cas, on enregistre PC2a comme étant le 
potentiel d’invasion de la troisième étape d’invasion. La 
discussion sur les scénarios d’invasion reprend de « 1.a.i » à 
« 1.a.ii.2.b » 
Au final, le potentiel d’invasion du pore lors d’un mécanisme I2F dans un pore  correspond au  
potentiel d’invasion de plus grande valeur.  
 
Arbre de décision permettant de prendre en compte l’ensemble des scénarios d’invasion 
d’un mécanisme d’invasion de type I2V indépendamment de la mouillabilité du pore :  
A l’issu de cette discussion, il est possible d’établir l’arbre de décision permettant de prendre 
en compte l’ensemble des scénarios d’invasion d’un mécanisme d’invasion de type I2F, Figure 
173.  
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Figure 173 : Arbre de décision d'un mécanisme d'invasion de type I2F d'un pore dans un réseau de type 
rues américaines. 
Les variables à calculer pour l’organigramme, lors de la procédure « Calculer_Variables » 
sont :  
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ANNEXE B : Outils Mathématiques 
B.1 Etude de la fonction ( ) ( )
xrh
xxP E
cos
cos
1 −
−= θ  lorsque h>r>0 et θE∈[0 ;π/2[ 
B.1.1 Périodicité de la fonction P1(x) 
Sachant que ( ) ( ) Ζ∈=+ kxkx  avec cos2cos π , alors ; 
( ) ( )( )
( ) ( )xP
xrh
x
kxrh
kxkxPk EE 11 cos
cos
2cos
2cos2, =−
−=+−
+−=+Ζ∈∀ θπ
πθπ  
P1(x) est périodique de période 2π donc il suffit de l’étudier sur l’intervalle ] ]π2;0  
B.1.2 Ensemble de définition DfP1 de la fonction P1(x) 
Dire que  « h>r »  est équivalent à dire que la quantité « h-rcosx » est toujours strictement 
positive donc : 
ℜ=1PDf  
B.1.3 Calcul de la dérivée de la fonction P1(x) 
Si on pose : ( ) ( )
( )⎩⎨
⎧
−=
−=
xrhxv
xxu E
cos
cos θ
 
Alors, P1(x) devient : 
( ) ( )( )xv
xuxP =1  
En prenant en compte les règles de dérivation suivantes : 
( )
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On en déduit le calcul de la dérivée de P1(x): 
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( )221 cos
cossinsincossin
cos
cossincossin'
xrh
xxxxrxh
xrh
xxrxrhxxP EEEEE −
−+−−−−−=−
−−−−−= θθθθθ
L’expression de P’1(x) peut encore se simplifier en utilisant la formule de trigonométrie : 
 sin(a-b) =sinacosb-cosasinb 
Finalement, on obtient : 
( ) ( )( )21 cos
sinsin'
xrh
rxhxP EE−
−−−= θθ  
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B.1.4 Etude du signe de la dérivée de P1(x)  
Sachant que : ( ) 0cos, 21 >−∈∀ xrhDfx P   
On en déduit que P’1(x) est du même signe que : ( ) ( )EE rxhxf θθ sinsin)( −−−=  
) Cherchons tout à bord les valeurs de x pour lesquelles f(x) s’annule :  
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En se servant des données du problème : 
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  Nous pouvons préciser les valeurs de x correspondant à l’intervalle [0 ;2π[, et les classer : 
) Recherche de la valeur x1 ∈ [0 ;2π[ et encadrement : ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) 0sinsin
sinsin
sinsin
01
0sinsin
2
0
0
1
1
1
≥⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=⇔
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛≥⇔
≥⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
>>
≥≥
⇔
⎪⎩
⎪⎨
⎧
<≤
>>
−
−
EE
EE
EE
EE
E
h
rx
h
r
h
r
h
r
rh
θθ
θθ
θθ
θθ
πθ
 
( )
( )
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
→⇔→
∞→>>⇔→
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
==
==
⇔
→
→
rh
h
r
hourh
h
r
NB
xx
xx
E
h
r
h
r
1
0
:
lim
0lim
max11
0
min11
1
θ  
2
:
2
0
0
1
1
πθπ
θ
<<≤⇔
≤≤⇔
E
E
carx
x
 
On en déduit : 
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) Recherche de la valeur x2 ∈ [0 ;2π[ et encadrement : 
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On en déduit : 
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) Comparaison des valeurs  x1 et x2 ∈ [0 ;2π[ : 
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[ [ 2121 :2;0, xxxx <∈∀ π  
 
) Etude du signe de ( ) ( )EE rxhxf θθ sinsin)( +−−= : 
Calculons f’(x) la dérivée de f(x) : 
En prenant en compte les règles de dérivation suivantes : 
( )
( )( ) ( ) ⎩⎨
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+=+
′=′+
réelles constantes des  bet  a
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On en déduit directement l’expression de f’(x) : ( )Exhxf θ−−= cos)('  
Cherchons maintenant les valeurs de x3 et x4 pour lesquelles f’(x) s’annule sur l’intervalle 
[0 ;2π[ . Et cherchons des encadrements qui permettront de les comparer  entre elles et aux 
valeurs x1 et x2  
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( )
( )
( )
⎩⎨
⎧
<<
<<+≤
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
+=
++=+−=
<≤
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
Ζ∈++=
Ζ∈+−=
⇔
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
Ζ∈+−=−
Ζ∈+=−
⇔
=−⇔
=−−⇔
=
πθ
ππθπ
πθ
ππθππθ
πθ
ππθ
ππθ
ππθ
ππθ
θ
θ
4
3
4
3
4
3
2
22
:
2
2
2
2
:prendon  si donc
:
2
0:
,2
2
,2
2
,2
2
,2
2
0cos
0cos
0'
x
x
alors
x
x
doncor
kkx
kkx
kkx
kkx
x
xh
xf
E
E
E
EE
E
E
E
E
E
E
E
 
On peut alors classer les valeurs x1, x2, x3 et x4 : 
3241
1
4
2
3
2
0
2
2
22
xxxx
x
x
x
x
E
E
E
E
<≤≤⇔
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
<≤≤
<<
+≤≤
<<+
πθ
πθ
θππ
ππθ
 
3241 xxxx <≤≤  
Avant de poursuivre, il  nous faut calculer et comparer les valeurs de f(x) respectivement en 0, 
x3, x4 et 2π : ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
=−=−−=
<≤<−−=−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−=
>−=−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−=
>≥−=
)0(sinsinsin2sin)2(
)()0(0sinsin
2
sin)(
)0(sinsin
2
3sin)(
rhcar  0sinsin)0(
34
3
frhrhf
xffrhrhxf
frhrhxf
rhf
EEEE
EEEE
EEEE
EE
θθθπθπ
θθπθθ
θθπθθ
θθ
 
On a donc :  
)()2()0(0)( 34 xfffxf <=≤< π  
Compte tenu de la nature de la fonction f’(x) l’étude de son signe sur l’intervalle [0 ;2π[ est 
immédiat. On obtient alors les variations de f(x) sur le même intervalle. Et puisque l’on 
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connaît et que l’on a classé les valeurs pour lesquelles f(x) et f’(x) s’annulent on obtient le 
signe de f(x). 
L’ensemble des résultats est présenté dans le  tableau de variation suivant :    
 
Avec 3241 xxxx <≤≤  et 
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+=
++=+−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛++=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
−
−
2
2
2
2
sinsin
sinsin
4
3
1
2
1
1
πθ
ππθππθ
θθπ
θθ
E
EE
EE
EE
x
x
h
rx
h
rx
 
B.1.5 Calcul  des valeurs de P1(x)  en 0, x1, x2, x3, x4 et 2π : 
Si on pose : ( )Eh
ru θsin= , alors  les valeurs de P1(x) aux différentes abscisses ont pour 
valeur : 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
==
<−−+
−−=
>+−−
−=
>−=−
−==
0
0
1cos
1
0
1cos
1
0cos
0cos
0cos20
4737
22
2
27
22
2
17
77
xPxP
huurh
uxP
huurh
uxP
rhrh
PP
E
E
EE
θ
θ
θθπ
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B.1.6 Conclusion : Tableaux signe et de variations de P1(x) lorsque h>r>0 
et θE∈[0 ;π/2[ 
 
Avec : 
 ( ) ( )
xrh
xxP E
cos
cos
1 −
−= θ  ;  
( )
( )
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+=
++=+−=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛++=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
−
−
2
2
2
2
sinsin
sinsin
4
3
1
2
1
1
πθ
ππθππθ
θθπ
θθ
E
EE
EE
EE
x
x
h
rx
h
rx
 et  3241 xxxx <≤≤   
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
==
−−+
−−=
+−−
−=
−==
=
0
1cos
1
1cos
1
cos20
sin
4731
22
2
21
22
2
11
11
xPxP
huurh
uxP
huurh
uxP
rh
PP
h
ru
E
E
E
E
θ
θ
θπ
θ
et  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1111314121 20 xPPPxPxPxP ≤=≤=≤ π  
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B.1.7  Etude de la fonction ( ) ( )
xrh
xxP E
cos
cos
1 −
−= θ  lorsque h>r>0 et θE∈ ] π/2 ; π] 
Comme précédemment nous avons les mêmes valeurs qu’il nous faut classer sachant que  θE∈ 
] π/2 ; π] 
( )
( )⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
Ζ∈+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+−=
Ζ∈+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
Ζ∈++=
Ζ∈+−=
−
−
kk
h
rx
kk
h
rx
kkx
kkx
EE
EE
E
E
,2sinsin
,2sinsin
,2
2
,2
2
1
2
1
1
4
3
πθπθ
πθθ
ππθ
ππθ
et 
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
==
−−+
−−=
+−−
−=
−==
=
0
1cos
1
1cos
1
cos20
sin
47317
22
2
21
22
2
11
71
xPxP
huurh
uxP
huurh
uxP
rh
PP
h
ru
E
E
E
E
θ
θ
θπ
θ
 
) Déterminations des valeurs des xi  ∈ ]0 ;2π]et Classement : 
Comme π >θE> π/2   
Alors les quantités : « 
2
πθ −E  et 2
πθ +E  » sont toujours comprises entre 0 et 2π. 
Le choix de x3 et x4 est immédiat, nous avons : 
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
<
+=
−=
43
4
3
2
2
xx
x
x
E
E
πθ
πθ
 
Intéressons nous aux valeurs limites de x1 et x2 obtenues lorsque hÎ1 et hÎ+∞ 
Nous obtenons : 0+2kπ ≤x1≤θE +2kπ. On voit que si on pose k=0 alors d’une part x1 est 
compris entre 0 et 2π.et d’autre part x1 est plus petit que x4 
Avons-nous  x3≤ x1 ? 
( )
( )
( )
( )
( )
ietauto
h
r
h
r
h
r
h
r
h
r
xx
E
E
E
E
EEE
log
sin1
sin
2
sin
sinsin
2
sinsin
2
sinsin
2
1
1
1
13
⇔
≥⇔
≥⇔
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛≥⇔
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−≤−⇔
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−≤−⇔
≤
−
−
−
θ
θπ
θπ
θπ
θθπθ
 
Nous avons donc x3 ≤ x1 
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Le classement se pour suit pour avoir : x3 ≤ x1 ≤ x4 
Intéressons nous maintenant à x2  
Nous savons que la plus grande valeur possible de x1 est  θE  
Nous savons que le signe de la dérivée de P1(x) est identique à celui de ( ) ( )EE rxhxf θθ sinsin)( −−−=  
Calculons les valeurs de f en 0, 2π et  x3, x4 nous avons : 
 
( ) ( ) ( )
( )
( ) 0sinsin
2
sin)
2
()(
0sinsin
2
sin)
2
()(
0sinsinsin)2()0(
4
3
≤−−=−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−=+=
≥−=−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−=−=
≥−=−==
EEEEE
EEEEE
EEE
rhrhfxf
rhrhfxf
rhrhff
θθπθθπθ
θθπθθπθ
θθθπ
 
Nous pouvons dresser un premier tableau de variation de f(x) et positionner x2 par déduction : 
Nous savons que  
) lorsque x  varie de 0 à x3, f(x) augmente de f(0) vers f(x3). Or, f(0) et f(x3) sont positifs 
donc entre 0 et x3 f(x) ne s’annule pas.  
) Lorsque x varie de x3 à x4, f(x) diminue de  f(x3) vers f(x4). Or  f(x3) est positif et f(x4) est 
négatif. Donc il existe une valeur entre x3 et x4, pour laquelle f(x) s’annule. 
Nous savons que cette valeur est x1 
) Lorsque x varie de x4 à 2π,  f(x) augment de f(x4) vers f(2π) . Or  f(2π) est positif et f(x4) 
est négatif. Donc il existe une valeur entre  x4 et 2π , pour laquelle f(x) s’annule. Cette 
valeur ne peut être que x2. 
D’où le tableau de variation et de signe pour f(x) suivant: 
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( )
( )⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
+=
−=
−
−
πθθ
θθ
πθ
πθ
EE
EE
E
E
h
rx
h
rx
x
x
sinsin
sinsin
2
2
1
2
1
1
4
3
 et 3333 xxxx ≤≤≤  
On en déduit alors le tableau de variation de P1(x) lorsque h>r>0 et θE∈ ] π/2 ; π] : 
 
avec : ( ) ( )
xrh
xxP E
cos
cos
1 −
−= θ  
( )
( )⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎧
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+=
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−=
+=
−=
−
−
πθθ
θθ
πθ
πθ
EE
EE
E
E
h
rx
h
rx
x
x
sinsin
sinsin
2
2
1
2
1
1
4
3
 et 3333 xxxx ≤≤≤  
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
==
−−+
−−=
+−−
−=
−==
=
0
1cos
1
1cos
1
cos20
sin
47317
22
2
21
22
2
11
71
xPxP
huurh
uxP
huurh
uxP
rh
PP
h
ru
E
E
E
E
θ
θ
θπ
θ
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B.2 Outil mathématique n°=2 : Détermination des racines réelles  
des polynômes de degré 3 et  4 
B.2.1 Détermination des racines réelles d’un polynôme de degré 3 par les 
méthodes de cardan et trigonométrique 
Soit à résoudre le polynôme de degré trois sous sa forme normale : ( ) 023 =+++= cbxaxxxP  
Cette équation possède trois racines x1, x2 et x3 qui peuvent être réelles ou complexes. Nous 
nous intéressons ici qu’à la détermination du nombre de racines réelles et de leurs valeurs. 
Si on pose  
3
azx −=  
On obtient la forme réduite de l’équation de la forme : 
03 =++ qpzz  
Où p et q sont des constantes données par : 
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
+−=
−=
cabaq
abp
3
1
27
2
3
1
3
2
 
On calcule le déterminant : 
23 274 qp +=Δ  
Le nombre et la valeur des racines réelles dépendent du signe du déterminant : 
) Δ>0 : 
Il existe une unique solution réelle:  
3322322
3
32
3
32 apqqpqqx −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+−=  
) Si Δ=0 
Il existe une racine réelle double : 
32
3 a
p
qx −−=  
Et une racine réelle : 
3
3 a
p
qx −=  
) Si Δ<0 
Il existe trois racines réelles données par : 
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=
−=
=−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
−
3
1 4cos
3
1
3
4
2,1,0;
33
2cos
δλ
δ
πλδ
q
P
kakxk
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B.2.2 Détermination des racines réelles d’un polynôme de degré 4 par la 
méthode de Ferrari 
Soit à résoudre le polynôme de degré quatre sous sa forme normale : ( ) 0234 =++++= qcxbxaxxxP  
Cette équation possède quatre racines x1, x2, x3 et x4 qui peuvent être réelles ou complexes. 
Nous nous intéressons ici qu’à la détermination du nombre de racines réelles et de leurs 
valeurs. 
Pour continuer à résoudre, il faut déterminer la racine réelle de plus grande valeur du 
polynôme P0 suivant : ( ) 0230 =+++= tsyryyyP  
avec : 
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−−=
−=
−=
224
4
cabdt
dacs
br
 
Pour se faire on utilise la méthode de Cardan précédente. 
Soit 0y  la racine réelle de plus grande valeur du polynôme P0 
On calcule les constantes suivantes : 
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
Δ−=′
Δ+=
+−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=Δ
2
2
2 0
2
ap
ap
yba
 
Puis les constantes : 
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
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⎪⎪
⎨
⎧
Δ−=′
Δ+=
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
<−−=
>−=
−⎟⎠
⎞⎜⎝
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ε
ε
ε
ε
2
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0
2
 si 1
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yq
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c
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c
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Les quatre racines du polynôme de degré quatre initial sont les racines des deux trinômes : 
⎪⎩
⎪⎨⎧ =′+′+
=++
0
0
2
2
qxpx
qpxx
 
Le troisième outil mathématique permet de déterminer les caractéristiques d’un cercle de 
centre « O » (X0, Y0) et de rayon « R » passant par deux points « A » et « D » et dont la 
tangente forme l’angle « β » avec la corde [AD]. Il s’énonce de la façon suivante : 
 
La démonstration du troisième outil mathématique  comme suit : 
 305
B.3 Outil mathématique n°=3 
On considère Figure 174 : 
- un cercle de rayon quelconque et de centre « C ». 
-  « M1 » et « M2 » deux points du cercles. 
- (D1) est la tangente au cercle en « M1 » 
- (D2) est la tangente au cercle en « M2 » 
- (D3) est la médiatrice de la corde [M1M2] 
Alors (D3) est un axe de symétrie du segment [M1M2] mais aussi un axe de symétrie du cercle 
puisqu’elle est confondue avec un des diamètres du cercle. Par étude des symétries, on en 
déduit le résultat suivant : 
Soit un cercle quelconque et « M1 » et « M2 » deux points de ce cercle. Alors l’angle « β1 »  
entre la tangente (D1)  en « M1 »  et la corde [M1M2] est égal à l’angle « β2 »  entre la tangente 
(D2)  en « M2 »  et la corde [M1M2]  
Équation 1 : Résultat du second outil mathématique 
 
Figure 174 : Illustration du second outil mathématique 
Considérons maintenant, Figure 175 :  
- Un cercle et de centre « C »  et de rayon « R »  à déterminer. 
-  « A » et « D » sont deux points du cercle. 
- La tangente au cercle en « D » forme avec la corde [AD] l’angle « β » 
- « h » représente la demi- longueur de la corde [AD]  
Alors, en vertu du résultat précédent, la tangente au cercle en « A » forme avec la 
corde [AD] l’angle « β ». Et par une démonstration géométrique s’appuyant sur la Figure 175, 
on trouve que ; quelque soit la position du centre « O » par rapport à la corde [AD], le rayon 
du cercle a pour expression : 
βsin
hR =  
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Figure 175 : Illustration de l’annexe détaillée sur  l'outil mathématique n°=3 
Le premier résultat du troisième outil mathématique est donc le suivant : 
 
Premier  résultat de l’outil mathématique 3 
 
Soit un cercle quelconque et « A» et « D» deux points de ce cercle.  
Soit « h » la demi – longueur de la corde [AD]  
Soit « β »  l’angle entre la tangente en « A»  et la corde [AD] ou  l’angle entre la tangente en 
« D»  et la corde [AD]Alors quelque soit la corde [AD] et l’angle « β », le rayon du cercle 
s’exprime en fonction de « β » et « h » et a pour expression : 
βsin
hR =  
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